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L'ANALYSE  INFINITÉSIMALE. 


Préliminaires.  —  Considérations  générales. 

Lorsque  des  variables  sont  liées  entre  elles  par  une  ou  plusieurs 
équations,  alors,  en  vertu  de  ces  équations  mêmes,  quelques-unes  de 
ces  variables  deviennent  fonctions  des  autres  considérées  comme 
indépendantes.  Alors  aussi  des  accroissements  simultanément  attri- 
bués aux  diverses  variables  se  trouvent  liés  entre  eux  et  à  ces  variables 
par  des  équations  nouvelles  qui  se  déduisent  immédiatement  des 
équations  données.  Ajoutons  que,  si,  les  accroissements  des  variables 
étant  supposés  infiniment  petits,  on  néglige,  vis-à-vis  de  ces  accrois- 
sements considérés  comme  infiniment  petits  du  premier  ordre,  les 
infiniment  petits  des  ordres  supérieurs  au  premier,  les  nouvelles  équa- 
tions deviendront  linéaires  par  rapport  aux  accroissements  infiniment 
petits  des  variables.  Leibnitz  et  les  premiers  géomètres  qui  se  sont 
occupés  de  l'analyse  infinitésimale  ont  appelé  différentielles  des 
variables  leurs  accroissements  infiniment  petits,  et  ils  ont  donné  le 
nom  d'équations  différentielles  aux  équations  linéaires  qui  subsistent 

OEui'ies  lie  C.   —  S.    II.  t      Mil.  2 
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entre  ces  difïérentielles.  Cette  définition  des  différentielles  et  des 
équations  différentielles  a  le  grand  avantage  d'être  très  générale  et  de 
s'étendre  à  tous  les  cas  possibles.  Toutefois,  pour  ceux  qui  l'adoptent, 
les  équations  différentielles  ne  deviennent  exactes  que  dans  le  cas  où 
les  différentielles  s'évanouissent,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  ces  équa- 
tions mêmes  disparaissent.  A  la  vérité,  l'inconvénient  que  nous 
venons  de  rappeler  n'a  point  arrêté  Euler,  et  ce  grand  géomètre, 
tirant  la  conséquence  rigoureuse  des  principes  généralement  admis, 
a  considéré  les  différentielles  comme  de  véritables  zéros  qui  ont  entre 
eux  des  rapports  finis.  Mais  d'autres  géomètres  non  moins  illustres, 
et  Lagrange  à  leur  tête,  n'ont  pu  se  résoudre  à  introduire  dans  un 
même  calcul  plusieurs  sortes  de  zéros  distincts  les  uns  des  autres,  et 
c'est  pour  ce  motif  qu'à  la  notion  des  différentielles  Lagrange  a  songé 
à  substituer  la  notion  des  fonctions  dérivées,  sur  laquelle  il  sera  con- 
venable de  nous  arrêter  quelques  instants. 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  l'on  considère  une  seule  variable 
indépendante  et  une  seule  fonction  de  cette  variable.  Si  l'on  attribue 
à  cette  variable  un  accroissement  infiniment  petit,  l'accroissement 
correspondant  de  la  fonction  se  trouvera  lié  à  la  variable  et  à  l'accrois- 
sement de  la  variable,  par  une  équation  qui  deviendra  linéaire  à  l'égard 
des  deux  accroissements,  quand  on  négligera  les  infiniment  petits 
du  second  ordre  ou  d'un  ordre  supérieur  vis-à-vis  des  infiniment 
petits  du  premier  ordre.  Or  l'équation  linéaire  ainsi  obtenue  fournira, 
pour  le  rapport  entre  les  accroissements  infiniment  petits  de  la  fonc- 
tion donnée  et  de  la  variable,  une  fonction  nouvelle.  Cette  fonction 
nouvelle  est  précisément  celle  que  Lagrange  appelle  \si  fonction  déri- 
i^ée(*).  Elle  représente  en  réalité  la  limite  du  rapport  entre  les  accrois- 


(')  La  méthode  de  niaxiiuis  et  minimis,  donnée  par  thermal,  peut  être  réduite  à  la 
recherche  du  rapport  qu'on  obtient  quand  on  divise,  par  un  accroissement  indéterminé 
attribué  à  une  variable,  l'accroissement  correspondant  de  la  fonction  qui  doit  devenir  un 
maximum  ou  un  minimum,  et  à  la  détermination  de  la  valeur  particulière  qu'acquiert  ce 
rapport,  quand  l'accroissement  de  la  variable  s'évanouit.  Or  cette  valeur  particulière, 
comme  Lagrange  en  a  fait  la  remarque,  est  encore  la  fonction  dérivée. 


SUR  L'ANALYSE   INFINITÉSIMALE.  il 

sements  infiniment  petits  et  simultanés  de  la  fonction  et  de  la  variable. 
Mais,  au  lieu  de  lui  donner  cette  origine,  Lagrange  l'a  considérée 
comme  représentant  le  coefficient  de  faccroissement  de  la  variable 
dans  le  premier  terme  de  l'accroissement  de  la  fonction  développée  en 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  l'accroisse- 
ment de  la  variable. 

Dans  le  cas  où  l'on  considère  un  développement  en  série,  abstraction 
faite  du  système  d'opérations  qui  a  pu  produire  ce  développement,  le 
seul  moyen  de  savoir  si  le  développement  dont  il  s'agit  appartient 
à  une  fonction  donnée,  est  d'examiner  si  cette  fonction  équivaut  à  la 
somme  de  la  série  supposée  convergente.  Par  suite,  pour  établir  sur 
des  bases  rigoureuses  la  théorie  des  fonctions  dérivées,  telle  que 
Lagrange  l'a  conçue,  il  faudrait  commencer  par  faire  voir  que  l'accrois- 
sement d'une  fonction  quelconque  est,  sinon  dans  tous  les  cas  pos- 
sibles, du  moins  sous  certaines  conditions,  la  somme  d'une  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  l'accrois- 
sement de  la  variable.  Or  la  démonstration  générale  d'un  semblable 
théorème  ne  peut  se  donner  a  priori,  et  repose  nécessairement,  même 
dans  le  cas  où  les  accroissements  deviennent  infiniment  petits,  sur 
diverses  propositions  antécédentes;  d'où  il  résulte  que  ce  théorème 
doit  être  naturellement  regardé,  non  comme  le  principe  et  la  base 
du  calcul  différentiel,  mais  comme  un  des  résultats  auxquels  con- 
duisent les  applications  de  ce  calcul.  Aussi  les  difficultés  que  l'on 
rencontre,  quand  on  veut  déduire  la  notion  des  fonctions  dérivées  de 
la  considération  d'une  série  composée  d'un  nombre  infini  de  termes, 
se  trouvent-elles  à  peine  dissimulées  par  toutes  les  ressources  qu'a 
développées  le  génie  de  Lagrange  dans  les  premiers  chapitres  de  la 
Théorie  fies  fonctions  analytiques. 

On  échappe  aux  difficultés  que  nous  venons  de  signaler,  quand  on 
considère  une  fonction  dérivée  comme  la  limite  du  rapport  entre  les 
accroissements  infiniment  petits  k  simultanés  de  la  fonction  donnée  et  de 
la  variable  dont  elle  dépend.  En  adoptant  cette  définition  on  pourrait, 
avec  quelques  auteurs,  nommer  différentielle  de  la   variable  indèpen- 
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danle  l'accroissement  de  cette  variable,  «t  différentielle  de  la  fonction 
donnée  le  produit  de  la  fonction  dérivée  par  la  différentielle  de  la 
variable.  On  pourrait  enfin,  lorsqu'une  même  quantité  dépend  de  plu- 
sieurs variables,  nommer  différentielle  totale  de  cette^  quantité  la 
somme  des  différentielles  qu'on  obtiendrait  en  la  considérant  succes- 
sivement comme  fonction  de  chacune  des  variables  dont  il  s'agit.  Mais 
alors  le  sens  du  mot  différentielle,  loin  de  se  trouver  généralement 
fixé,  en  vertu  d'une  définition  simple  applicable  à  tous  les  cas 
possibles,  exigerait,  pour  être  complètement  déterminé,  que  l'on 
expliquât  avec  précision  quelles  sont  les  variables  regardées  comme 
indépendantes;  et,  si,  pour  fixer  les  idées,  on  s'occupait  uniquement 
de  deux  variables  liées  entre  elles  par  une  seule  équation,  non  seule- 
ment la  différentielle  de  la  première  variable  serait  définie  autrement 
(jue  la  différentielle  de  la  seconde,  mais,  de  plus,  la  définition  de 
chaque  différentielle  varierait  lorsqu'on  changerait  la  variable  indé- 
pendante, en  considérant  tantôt  la  seconde  variable  comme  fonction 
de  la  première,  taniôt  la  première  comme  fonction  de  la  seconde. 

On  évitera  ces  inconvénients  si  l'on  considère  les  différentielles  de 
deux  ou  de  plusieurs  variables  liées  entre  elles  par  une  ou  plusieurs 
équations,  comme  des  quantités  finies  dont  les  rapports  sont  rigoureuse- 
ment égaux  aux  limites  des  rapports  entre  les  accroissements  infiniment 
petits  et  simultanés  de  ces  variables,  (^ette  définition  nouvelle,  que  j'ai 
adoptée  dans  mon  Calcul  différentiel  et  dans  le  Mémoire  sur  les  mé- 
thodes analytiques,  me  parait  joindre  à  l'exactitude  désirable  tous  les 
avantages  qu'offrait,  sous  le  rapport  de  la  simplicité  et  de  la  généra- 
lité, la  définition  primitivement  admise  par  Leibnitz  et  par  les  géo- 
mètres qui  l'ont  suivi.  A  la  vérité,  les  difTérentielles  de  plusieurs 
variables  ne  se  trouvent  pas  complètement  déterminées  par  la 
définition  nouvelle;  et  cette  définition,  lors  même  que  toutes  les 
variables  se  réduisent  à  des  fonctions  de  l'une  d'entre  elles,  déter- 
mine seulement  les  rapports  entre  les  différentielles  de  ces  diverses 
variables.  Mais  l'indétermination  qui  subsiste  est  plutôt  utile  que 
nuisible  dans  les  problèmes  qui  se  résolvent  à  l'aide  du  calcul  infini- 
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tésimal,  attendu  qu'elle  permet  toujours  de  disposer  arbitrairement 
au  moins  d'une  différentielle;  et  d'ailleurs,  c'est  précisément  en 
vertu  de  cette  indétermination  même  que  la  définition  nouvelle 
embrasse,  comme  cas  particuliers,  les  définitions  diverses  qu'offrirait, 
pour  divers  systèmes  de  variables  indépendantes,  la  théorie  que  nous 
rappelions  tout  à  l'heure.  En  vertu  de  la  nouvelle  définition,  les  divers 
systèmes  de  valeurs  que  peuvent  acquérir  les  différentielles  de  plu- 
sieurs variables  liées  entre  elles  par  des  équations  données,  restent 
évidemment  les  mêmes,  quelles  que  soient  celles  de  ces  variables  que 
l'on  considère  comme  indépendantes;  et  les  équations  différentielles, 
c'est-à-dire  les  équations  linéaires  auxquelles  satisfont  les  divers  sys- 
tèmes de  valeurs,  ne  sont  plus,  comme  dans  la  théorie  de  Leibnitz, 
des  équations  approximatives,  mais  des  équations  exactes. 

Pour  écarter  complètement  l'idée  que  les  formules  employées  dans 
le  calcul  différentiel  sont  des  formules  approximatives,  et  non  des 
formules  rigoureusement  exactes,  il  me  paraît  important  de  considérer 
les  différentielles  comme  des  quantités  finies,  en  les  distinguant  soi- 
gneusement des  accroissements  infiniment  petits  des  variables.  La 
considération  de  ces  derniers  accroissements  peut  et  doit  être  em- 
ployée comme  moyen  de  découverte  ou  de  démonstration  dans  la 
recherche  des  formules  ou  dans  l'établissement  des  théorèmes.  Mais 
alors  le  calculateur  se  sert  des  infiniment  petits  comme  d'intermé- 
diaires qui  doivent  le  conduire  à  la  connaissance  des  relations  qui 
subsistent  entre  des  quantités  finies;  et  jamais,  à  mon  avis,  des  quan- 
filés  infiniment  petites  ne  doivent  être  admises  dans  les  équations 
finales,  où  leur  présence  deviendrait  sans  objet  et  sans  utilité.  D'ail- 
leurs, si  l'on  considérait  les  différentielles  comme  des  quantités  tou- 
jours très  petites,  on  renoncerait,  par  cela  même,  à  l'avantage  de  pou- 
voir, entre  les  différentielles  de  plusieurs  variables,  en  prendre  une 
pour  unité.  Or,  pour  se  former  une  idée  précise  d'une  quantité  quel- 
conque, il  importe  de  la  rapportera  l'unité  de  son  espèce.  Il  importe 
donc  de  choisir  une  unité  parmi  les  différentielles.  Ajoutons  qu'un 
choix  convenable  de  cette  unité  suffit  pour  transformer  en  différen- 
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tielles  ce  qu'on  appelle  des  fonctions  dérivées.  En  effet,  en  vertu  des 
définitions  adoptées,  la  dérwée  d'une  fonction  est  ce  que  devient  sa  dif- 
férentielle, quand  la  différentielle  de  la  variable  indépendante  est  prise 
pour  unité. 

Remarquons  encore  que  la  considération  d'une  variable  dont  la 
différentielle  est  prise  pour  unité  simplifie  l'énoncé  de  la  définition 
que  nous  avons  donnée  pour  les  différentielles  en  général,  et  permet 
de  réduire  cette  définition  aux  termes  suivants  : 

La  différentielle  d'une  variable  quelconque  est  la  limite  du  rapport 
entre  les  accroissements  infiniment  petits  que  peuvent  acquérir  simultané- 
ment la  variable  dont  il  s'agit,  et  la  variable  dont  la  différentielle  est 
prise  pour  unité. 

Or,  la  définition  précédente  fournit  le  moyen  de  démontrer  fort 
simplement  les  propositions  fondamentales  du  calcul  différentiel,  et 
en  particulier  les  théorèmes  généraux  relatifs  à  la  différentiation  des 
fonctions  de  fonctions,  et  des  fonctions  composées.  C'est  ce  que  nous 
allons  expliquer  dans  ce  Mémoire,  après  avoir  indiqué  en  peu  de  mots 
les  notations  dont  nous  ferons  usage. 

I.  —  Notations. 

Conformément  aux  principes  établis  dans  les  préliminaires,  nous 
appellerons  différentielles  de  plusieurs  variables,  des  quantités  finies 
dont  les  rapports  sont  rigoureusement  égaux  aux  limites  des  rapports 
entre  les  accroissements  simultanés  et  infiniment  petits  des  variables 
pj'oposées . 

Pour  étendre  cette  définition  au  cas  où  les  variables  deviendraient 
imaginaires,  il  suffirait  d'y  remplacer  le  mot  quantités  par  ceux-ci  : 
expressions  imaginaires,  attendu  qu'alors  les  difi'érenlielles  elles- 
mêmes  cesseraient  généralement  d'être  réelles.  En  conséquence,  la 
définition  générale  des  différentielles  sera  la  suivante  : 

Les  différentielles  de  plusieurs  variables  réelles  ou  imaginaires  sont  des 
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quantités  finies  ou  des  expressions  imaginaires  finies,  qui,  comparées  les 
unes  aux  autres,  offrent  des  rapports  égaux  aux  limites  des  rapports 
entre  les  accroissements  simultanés  et  infiniment  petits  de  ces  variables. 

Nous  indiquerons,  suivant  l'usage,  les  accroissements  simultanés, 
finis  ou  infiniment  petits  de  variables  proposées,  à  l'aide  de  la  lettre 
caractéristique  A,  et  leurs  difierentielles  à  l'aide  de  la  lettre  caracté- 
ristique d.  En  conséquence,  si  l'on  nomme 

les  variabfes  proposées,  leurs  accroissements  simultanés,  finis  ou 
infiniment  petits,  seront 

A^,     Ay,     As,     ...,     A//,     Ac.     A(p,     ... 

tandis  que  les  notations 

dx,     dy,     dz,      ...,     du,     dv,     dw,      ... 

représenteront  les  différentielles  de  ces  mêmes  variables,  c'est-à-dire 
des  variables  nouvelles  dont  les  rapports  seront  égaux  aux  limites  des 
rapports  entre  les  accroissements 

Aa7,     Aj,     As,      Az/.     A«',     Atp,      ..." 

supposés  infiniment  petits. 

Il  importe  d'observer  que,  dans  le  cas  même  où  chacun  des  rapports 
entre  les  accroissements  infiniment  petits  des  variables  proposées 
converge  vers  une  limite  unique  et  finie,  la  définition  ci-dessus 
adoptée  ne  détermine  pas  complètement  les  différentielles  des 
variables,  mais  seulement  les  rapports  qui  existent  entre  ces  diffé- 
rentielles. On  pourra  donc  toujours  disposer  arbitrairement  au  moins 
de  la  différentielle  d'une  variable;  et  l'on  ne  doit  pas  s'en  étonner, 
puisque  les  relations  qui  peuvent  exister  entre  les  diverses  variables 
devront  toujours  laisser  au  moins  une  de  ces  variables  entièrement 
arbitraire. 

Un  moyen  de  simplifier  les  calculs  est  évidemment  de  réduire  à 
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l'unité  la  valeur  de  la  différentielle  qui  demeure  arbitraire.  D'ailleurs 
la  variable,  à  laquelle  appartient  cette  différentielle,  pourra  être  ou 
l'une  des  variables  proposées,  ou  même  une  nouvelle  variable  avec 
laquelle  on  ferait  varier  toutes  les  autres.  En  effet,  rien  n'empêche  de 
concevoir  que  les  accroissements  simultanés 

A^,     Av,     As,     ...,     Aa.     Ai>,     Aw,     ...    ' 

des  variables  proposées 

.r,     y,      z,      .  .  . ,     //■      ('-     «' '^      •  •  • 

correspondent  à  l'accroissement  A/  d'une  variable  t,  comprise  ou  non 
comprise  parmi  les  premières,  et  de  prendre  l'unité  pour  la  différen- 
tielle de  cette  variable  t,  qui  devra  être  considérée  comme  indépen- 
dante de  toutes  les  autres,  et  qui  pourra  être  censée,  si  l'on  veut, 
représenter  le  temps.  Il  y  a  plus  :  si  l'on  pose 

Ai  =  t, 

rien  n'empêchera  de  considérer  l'accroissement  i  de  la  variable  indé- 
pendante t  comme  une  nouvelle  variable  indépendante.  C'est  ce  que 
nous  ferons  désormais.  D'ailleurs,  pour  abréger  le  discours,  nous 
désignerons  la  variable  indépendante  /,  de  laquelle  toutes  les  autres 
seront  censées  dépendre,  et  dont  la  différentielle  sera  réduite  à  l'unité, 
sous  le  nom  de  variable  primitive. 

Cela  posé,  soit  ^  une  variable  distincte  de  la  variable  primitive  /.  En 
vertu  des  définitions  adoptées,  le  rapport  entre  les  différentielles 

ds,     dt 
sera  la  limite  du  rapport  entre  les  accroissements  infiniment  petits 

A.ç,     M. 
On  aura  donc 

ds       ,.      A^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

^2)  ds  =  dthmj-- 
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Or  de  cette  dernière  équation,  jointe  aux  formules 

on  tirera 

(3)  rf.v  =  lim-. 

i 

Effectivement,  il  résulte  des  définitions  admises  que  la  différentielle 
d'une  variable  quelconque  s  sera  la  limite  du  rapport  entre  les  accroisse- 
ments infiniment  petits  ^s  eti  de  cette  variable  et  de  la  variable  primitive. 
Concevons  maintenant  que  l'on  nomme  5  et  a?  deux  variables  quel- 
conques liées  entre  elles  par  une  certaine  équation.  Cette  équation, 
résolue  par  rapport  à  Sy  déterminera  s  en  fonction  de  x.  D'ailleurs, 
fêtant  considéré  comme  fonction  de  la  variable  x,  le  rapport  entre  les 
différentielles  ds^  dx  de  cette  fonction  et  de  cette  variable  sera  la 
limite  du  rapport  entre  les  accroissements  infiniment  petits  A5,  Ao:. 
On  aura  effectivement,  en  remplaçant  s  par  x  dans  la  formule  (  1  ), 


(4)  ^- r=  iim 


ds       . .      As 

-T-  =  lim  -r— , 

do:  Ax 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(3)  ds  =  da:\[m-r—' 

Ax 

Or  la  valeur  qu'acquerrait  la  différentielle  ds  de  la  fonction,  si  la  diffé- 
rentielle f/o?  de  la  variable  se  réduisait  à  l'unité,  est  précisément  ce 
qu'on  nomme  la  fonction  dérivée  de  s,  relative  à  la  variable  x.  Si  l'on 
désigne  par  la  lettre  caractéristique  D^,  et  à  l'aide  de  la  notation 

cette  fonction  dérivée,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (5), 

(6)  1)^5  =  lim  ^, 

Ax 
et,  par  suite,  cette  formule  donnera  généralement 

(7)  ds^Yi^sdx. 

OEuvres  de  C—  S.\\,X.W\l.  3 
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C.oncevoiis  à  présent  que  s  représente  une   fonction   de  plusieurs 

variables 

œ.     y,     z,      ...,     u,     i',     w,      

On  pourra  partager  ces  variables  en  divers  groupes  ou  systèmes,  et 
chercher  l'accroissement  que  la  fonction  s  reçoit  quand  on  attribue 
des  accroissements  infiniment  petits 

A^.     Aj,     A^,     ...,     Am,     Ar,     Aw,     ..., 
à  toutes  les  variables 

ou  seulement  aux  variables  comprises  dans  le  premier  groupe,  dans 
le  second,  dans  le  troisième,  ....  En  opérant  ainsi,  on  obtiendra,  dans 
le  premier  cas,  V accroissement  total  de  s,  que  nous  continuerons  à 
exprimer  par  la  notation 

A5, 

et  dans  le  second  cas  un  accroissement  partiel  de  s,  qui  correspondra 
au  changement  de  valeur  des  variables  comprises  dans  un  seul  groupe, 
et  qui  sera  représenté  par  l'une  des  notations 

A, s,     \,s,     \,s,  .... 

A  V accroissement  total  As  correspondra  la  différentielle  totale  ds  déter- 
minée par  la  formule  (3);  et  de  même  aux  accroissements  partiels 

\s,  A„5,  A,„s,  ..., 
correspondront  des  différentielles  partielles 

d,s,  d„s,  d,,,s,  ..., 
déterminées  par  des  équations  de  la  forme 

(8)  d,s  =  ]im^- 

i 

Après  avoir  partagé  en  plusieurs  groupes  les  variables  desquelles 
dépend  la  fonction  s^  on  peut  calculer  non  seulement  ses  accroissements 
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partiels  du  premier  ordre 

à,  s,     A„5,     A„,i-,     ..., 

correspondants  au  changement  de  valeurs  des  variables  comprises 
dans  les  divers  groupes,  mais  encore  ses  accroissements  partiels  du 
second  ordre,  par  exemple 

A,  A,  5,     A,A„„9,     ...,     ^„^,,s,     ...; 
ses  accroissements  partiels  du  troisième  ordre,  par  exemple, 

A,A„A,„5,     ..., 

etc.  A  ces  accroissements  partiels  des  divers  ordres  correspondront  des 
différentielles  partielles  des  divers  ordres.  Ainsi,  en  particulier,  outre 
les  différentielles  partielles   du  premier  ordre  représentées    par   les 

notations 

diSy     d„s,     d,„s,      .  ,  ., 

on  pourra  obtenir  des  différentielles  partielles  du  second  ordre  repré- 
sentées par  les  notations 

d^d„s,     d,d„s,      .,,,     d„d,„s^     ..., 

des  différentielles  partielles  du  troisième  ordre  représentées  par   les 

notations 

d,d„  d,„s,      .... 

Il  y  a  plus,  outre  les  accroissements  et  différentielles  de  divers  ordres 
que  produisent  plusieurs  opérations  successivement  effectuées,  mais 
dissemblables  entre  elles,  on  pourra  considérer  des  accroissements 
totaux  ou  partiels,  et  des  différentielles  totales  ou  partielles  qui 
seraient  les  résultats  d'opérations  dont  plusieurs  deviendraient  sem- 
blables les  unes  aux  autres.  Tels  seraient,  par  exemple,  les  accroisse- 
ments totaux  ou  partiels  exprimés  par  les  notations 

^^s,   ^^^s,   aaaa^,    ..., 

A,A,,ç,     A.  A,  A,  5,     ...,     A„A„A,,ç,     ..., 
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et  les  différentielles  totales  ou  partielles  exprimées  par  les  notations 

ddSi     ddds,     dddds,      . . . , 
'        d/d/S.,     d,d,d,s^     ...,     d„d„d,s,     .... 

Pour  plus  de  commodité,  on  est  convenu  d'écrire 

A%     A%     ...,     au  lieu  de     AA,       AAA,        ..., 
A,%     A?,     ...,     au  lieu  de     A,A/,     A.A,A;,     .... 


et  pareillement 


d'^,     d^,      ...,     au  lieu  de    dd,      ddd,        ..., 
df,     d?,     ...,     au  lieu  de     d,d,,     d,d,d,.     ..., 

comme  si  les  notations 

AA,     AAA,     ...,     A,Am     A,A,A„     ..., 
dd,     ddd,       .  .  . ,     d,di,     d,d,d, ,      ... 

représentaient  de  véritables  produits.  Eu  égard  à  cette  convention,  les 
accroissements  totaux  et  différentielles  totales  des  divers  ordres  de  la 
fonction  s  se  trouveront  représentés  par  les  notations 

A^,     A^9,     A^i-,     . .  ., 
ds,     d^s,     d^s^      . .  ., 

et  les  accroissements  partiels  ou  dérivées  partielles 

A,A,5,     A/A,A,5,      ...,     A„A„A,5,      ...,     d,d,s,     d,d,d,s,      ...,     d,,d,,d,s,     ..., 

par  les  notations 

A;''^,     A?  S,     ,..,     A,^A,5,      ...,     dfs,     dfs,     ...,     dJ;d/S,     .... 

On  pourrait  supposer  que,  s  étant  une  fonction  de  plusieurs  variables 
x,yy  z,  ...,  chacune  des  caractéristiques 

A„    A„,     A,„,     ... 

fût  relative  au  changement  de  valeur  d'une  seule  variable 

^,     ou    y,     ou    z,     .... 

Dans  ce  cas  particulier,  nous  remplacerons  ces  caractéristiques  par  les 
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suivantes 

A^,     Aj.,     A-,     ...  ; 

en  sorte  que  la  notation 

par  exemple,  représentera  raccroissement  partiel  de  la  fonction  s, 
correspondant  à  l'accroissement  A^de  la  seule  variable  ce.  Alors  aussi 
nous  remplacerons  les  caractéristiques 

d,^  d„,  d„i, 

par  les  suivantes 

dont  chacune  indiquera  une  différentiation  effectuée  sur  une  fonction 
i\Gx,y,z,  ...  par  rapport  aune  seule  variables,  ou  j,  ou:;,  ..,;et 

les  notations 

djpS,     dyS^     d-s^ 

représenteront  les  différentielles  partielles  de  la  fonction  s  relatives 
aux  diverses  variables.  Ce  n'est  pas  tout  :  en  vertu  des  conventions 
admises,  on  devra  représenter  par  la  notation  \)^s  la  dérivée  de  s  rela- 
tive à  la  seule  variable  x,  par  D^s  la  dérivée  de  s  relative  à  la  seule 
variable  y,  etc..  ;  et  pour  déterminer  les  valeurs  de  ces  diverses  déri- 
vées qui  devront  naturellement  s'appeler  les  dérivées  partielles  de  s 
relatives  à  :r,  à  j,  à  ^,  ...,  on  obtiendra,  au  lieu  de  l'équation  (G),  des 
équations  semblables  et  de  la  forme 

(9)  \).s=\\m^,         l),.  =  Iim^,         D..=:lim^, 

Aj7  ^  Ay  "  A^ 

Enfin,  à  la  place  de  la  formule  (7),  on  obtiendra  les  suivantes 

(10)  d^sz=Y)^sdx,         dySz=DySdy,         d.s  =  D.sdz,  ..., 

qui  montrent  comment  les  différentielles  partielles 

d^s,     dyS,     d-s,      ... 

peuvent  se  déduire  des  dérivées  partielles 

Dx^,     \^yS,     \).s,      

Lorsqu'une  même  fonction  s  se  trouve  successivement  soumise  à 
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plusieurs  opérations  indiquées  par  quelques-uns  des  signes 

^xi      ^yy      '^-i       •  ■  • 
OU 

D„  \)y,  1),.  ..., 

on  obtient,  dans  le  premier  cas,  des  différentielles  partielles  de  divers 
ordres,  telles  que 

d^dyS,     d^d.s^     dyd.s,      ...,     d^dyd-s^      .... 

et  dans  le  second  cas  des  dérivées  partielles  de  divers  ordres,  telles  que 
D^l)^5,     D^D,5,     \)y\),s,     ...,     D^D,1),5,     .... 

Lorsqu'une  de  ces  opérations  se  trouve  répétée  plusieurs  fois  de  suite, 
alors,  au  lieu  de  plusieurs  caractéristiques  pareilles,  placées  à  la  suite 
l'une  de  l'autre,  on  écrit  une  seule  caractéristique  affectée  d'un  expo- 
sant égal  à  leur  nombre,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  des  cas 
semblables.  En  opérant  de  cette  manière,  on  réduit,  par  exemple,  les 
expressions 


à  celles-ci 

et  les  expressions 

h  celles-ci 


DlDyS,     DlWyS.     ... 


Lorsque  les  relations  qui  existent  entre  les  variables  proposées  lais- 
sent non  pas  seulement  une,  mais  plusieurs  variables  indéterminées, 
en  sorte  que  plusieurs  variables  puissent  être  considérées  comme 
indépendantes,  il  est  clair  qu'on  peut  disposer  arbitrairement  des 
différentielles  de  toutes  les  variables  indépendantes.  Alors  on  simplifie 
les  calculs  en  considérant  ces  mêmes  différentielles  comme  autant  de 
constantes  arbitraires. 

IL  —  Sur  la  continuité  des  fonctions,  de  leurs  dérivées 
et  de  leurs  différentielles.  Propriétés  diverses  des  différentielles. 

Nous  disons,  comme  l'on  sait,  qu'une  fonction  est  continue,  entre 
deux  limites  données  d'une  variable  dont  elle  dépend,  ou  dans  le 
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voisinage  d'une  valeur  particulière  attribuée  à  cette  variable,  lorsque 
entre  ces  limites  ou  dans  le  voisinage  de  cette  valeur  particulière,  la 
fonction,  conservant  sans  cesse  une  valeur  unique  et  finie,  varie  de 
telle  sorte  qu'un  accroissement  infiniment  petit,  attribué  à  la  variable, 
produise  toujours  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  fonction 
elle-même. 

Supposer,  comme  on  le  fait  dans  le  calcul  ditférentiel,  qu'à  des 
accroissements  infiniment  petits  des  variables  correspondent  des 
accroissements  infiniment  petits  des  fonctions,  c'est  supposer  impli- 
citement que  les  fonctions  restent  continues.  On  ne  doit  donc  pas  être 
étonné  de  rencontrer  dans  le  calcul  différentiel  des  définitions,  des 
formules  et  des  théorèmes  qui  cessent  d'être  applicables,  ou  d'offrir 
un  sens  précis  et  déterminé  dans  le  cas  où  l'on  attribue  aux  variables 
des  valeurs  pour  lesquelles  les  fonctions  deviennent  discontinues.  On 
ne  doit  pas  être  étonné  de  voir,  dans  des  cas  semblables,  les  for- 
mules (3)  et  (6)  du  §  l  fournir,  pour  la  différentielle  ds  d'une  fonction 
donnée,  ou  pour  sa  dérivée  D^,^  relative  à  une  seule  variable  x,  des 
valeurs  infinies  ou  même  indéterminées  (*). 

Sans  perdre  de  vue  ces  observations,  nous  allons  maintenant  faire 
voir  avec  quelle  facilité  les  propriétés  diverses  des  différentielles  et 
des  fonctions  dérivées  se  déduisent  des    principes  établis  dans  le 


(')  Pour  en  donner  un  exemple  très-simple,  posons  s  =  -;  alors  l'équation  (6)  du  §  I, 
savoir, 

DjcS  =  lim— -, 
Ai- 
se réduira  simplement  à 

D,r*  =  —  lim 


,r(,r  -f-  Aor) 


et  donnera  généralement,  pour  dérivée  de  -,  la  fonction  —  -^  qui  sera  une  quantité 

négative  si  la  variable  .r,  étant  réelle,  diffère  de  zéro.  Mais,  si  la  variable  x  s'évanouit,  la 
même  formule  fournira  une  valeur  infinie  de  Dr*;  et  l'on  doit  ajouter  que  cette  valeur 
pourra  être  censée  à  volonté  ou  positive,  ou  négative,  attendu  qu'en  faisant  converger  x 

et  àx  vers  zéro,  on  peut  disposer  arbitrairement  du  signe  et  de  la  valeur  du  rapport 
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premier  paragraphe,  et  en  particulier  de  la  définition  que  nous  avons 
donnée  des  différentielles,  jointe  à  la  considération  d'une  variable  dont 
la  différentielle  est  prise  pour  unité. 

Soit  s  une  variable  ou  fonction  quelconque.  Soient  encore 

Ai     et     t 

les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés  de  la  variable  s  et 
de  la  variable  primitive  dont  la  différentielle  est  prise  pour  unité. 
Comme  nous  l'avons  remarqué  dans  le  §  I,  la  différentielle  ds  sera,  en 
vertu  de  sa  définition  même,  déterminée  par  la  formule 

A.ç 
(i)  dszz:  lim  — 

£ 

Gela  posé,  concevons  d'abord  que  la  fonction  s  soit  équivalente 
à  la  somme  de  plusieurs  autres  fonctions  w,  ^^,  w,  . . .,  en  sorte  qu'on 
ait 

(2)  s-=zu-+-ç-\-w-i-.... 

Si  l'on  désigne  par 

A5,     Am,     At-,     Afï', 

les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés  de 

s,     a,     (',     HP,      .  .., 

l'accroissement  total  de  s  se  réduira  évidemment  à  la  somme  des 
accroissements  correspondants  des  autres  fonctions  u,  v,  w, On 

aura  donc 

Ai  =  Aw  4-  A(.'  -4-  ùi.w  4- . . . 

et  par  suite 

Ai Aa       Av^        Lw 

i  i  i  i 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  fait  converger  i  vers  la  limite  zéro, 
alors,  eu  égard  à  l'équation  (2),  on  verra  les  rapports 


^s 

Au 

Ar 

Aiv 

— ) 

L 

L 

L 

i 
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converger  vers  les  limites  respectives 

ds,     dii^     dv,     d\\'^      ...  ; 

puis  on  en  conclura,  en  passant  aux  limites, 

(  3  )  ds  =:  du  -\-  di'  -\-  dw  +  .  .  . . 

En  d'autres  termes,  l'équation 

{'\)  A  (  «  +  ('  -4-  (ï^  4-  . . .  )  =  A«  +  Ac  -f-  ^w  -h. . . 

entraînera  la  formule 

(5)  d { u  -\-  i>  -h  iv  -]-...)=:  du  -\-  di>  -h  dw  -+-.... 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème  I.  —  La  différentielle  de  la  somme  de  plusieurs  fondions  se 
réduit  à  la  somme  de  leurs  différentielles. 

Corollaire.  —  Si  l'on  suppose  les  fonctions  u,  v,  .. .  réduites  à  deux 
seulement,  la  formule  (5)  deviendra 

d{u  +  v)=z  du  -\-  dv. 

Or,  de  cette  dernière  formule  il  résulte  que,  si  une  fonction  donnée  u 
reçoit  un  accroissement  quelconque  Vy  l'accroissement  correspondant 
de  la  différentielle  du  sera  représenté  par  dv.  En  d'autres  termes  : 
l' accroissement  de  la  différentielle  sera  la  différentielle  de  l'accroissement. 
Supposons  maintenant  deux  fonctions  r,  s,  liées  entre  elles  par 
l'équation 

(6)  s  —  ar, 

dans  laquelle  a  désigne  un  coefficient  constant.  Quand  on  fera 
croître  r  de  Ar,  le  produit  ar  croîtra  d'une  quantité  représentée  par 
le  produit  a  Ar.  Donc,  en  nommant  Ar,  Af  les  accroissements  infiniment 
petits  et  simultanés  des  fonctions  r,  s,  on  aura 

As^=  a  A/\ 
En  divisant  par  i  chaque  membre  de  la  dernière  équation,  et  faisant 

OEitvres  de  C.   —  S.    II,  t.   XUI.  4 


26  MÉMOIRE 

converger  i  vers  la  limite  zéro,  on  trouvera  non  seulement 

A^  A/- 

—  nu;  a > 

l  L 

mais  encore 

(  y  )  ds  =:a  dr. 

En  d'autres  termes,  l'équation 

(8)  ^{ar)z:^a^r 

entraînera  la  formule 

(9)  d{ar)=iadr. 

On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante. 

Théorème  II.  —  Lorsqu'on  multiplie  une  fonction  par  un  coejjicienl 
constant,  la  différentielle  de  cette  fonction  se  trouve  à  son  tour  multipliée 
par  le  même  coefficient. 

Supposons  enfin  la  fonction  s  liée  à  d'autres  fonctions  w,  v^  w, ...  par 
une  équation  linéaire  ou  de  la  forme 

(10)  s=.  au -\- bv -h  cw -\- . . ., 

dans  laquelle  a,  b,  c,  . ..  désignent  des  coefficients  constants.  Alors, 
en  raisonnant  toujours  de  la  même  manière,  on  obtiendra  la  formule 

(11)  ds  =  adu  +  b  dç  -{-  c  dw  4- .  . . , 
qui  entraînera  la  suivante 

(12)  d{au  -{-  bv  +  cw  ^ .  .  .)  rzn  a  du  -\-  b  dv  -{-  c  d\v  +  . .  ., 

et  qui  peut  se  déduire  directement  des  équations  (5)  et  (9). 

Les  théorèmes  et  les  formules  que  nous  venons  d'établir  subsistent 
évidemment  dans  le  cas  même  où  l'on  se  bornerait  à  changer  les  valeurs 
de  quelques-unes  des  variables  comprises  dans  les  fonctions  données, 
et  oïl  l'on  remplacerait  en  conséquence  les  accroissements  totaux  et 
les  différentielles  totales  par  des  accroissements  partiels  et  par  des 
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différentielles  partielles.  Ainsi,  en  particulier,  les  formules  (4),  (8) 
continueront  de  subsister,  si  l'on  y  remplace  la  caractéristique  A, 
qui  indique  l'accroissement  total  d'une  fonction,  par  l'une  des  carac- 
téristiques 

^^,     A,.,     A„     ...,     A„     A„,     A„„     ..., 

qui  indique  des  accroissements  partiels  relatifs  à  diverses  variables  x, 
j,  :;,  ...  ou  à  divers  groupes  de  variables.  Pareillement,  les  for- 
mules (5),  (9),  (12)  continueront  de  subsister,  si  l'on  y  remplace  la 
caractéristiques? qui  indique  la  différentielle  totale  d'une  fonction  par 
l'une  des  caractéristiques 

"a: 7       ">■  )       "j 5       •  •  •  1       Clii       Clii  ',       Cl II1 1  -     •  •  •  5 

qui  indiquent  des  différentielles  partielles  relatives,  soit  aux  varia- 
bles ^,  j,  s,  . . . ,  soit  à  des  groupes  de  variables.  Il  y  a  plus  :  comme 
une  différentielle  partielle  relative  à  une  seule  variable  x  se  réduit  à 
la  dérivée  correspondante,  lorsque  dx  se  réduit  à  l'unité,  les  for- 
mules (5),  (9),  (12)  subsisteront  encore,  quand  on  y  remplacera  la 
caractéristique  c/par  l'une  des  caractéristiques 

1)^,    D,,    D„     .... 

L'équation  (i),  de  laquelle  nous  avons  déduit  les  formules  (5),  (9) 
et  (12),  entraîne  encore  une  multitude  d'autres  conséquences  dignes 
de  remarque,  et  en  particulier  celles  que  nous  allons  indiquer. 

Supposons  que  la  fonction  s  et  sa  différentielle  ds  restent  continues, 
par  rapport  aux  variables  dont  elles  dépendent,  dans  le  voisinage  du 
système  des  valeurs  particulières  attribuées  à  ces  mêmes  variables. 
Concevons  d'ailleurs  que  l'on  fasse  coïncider  la  variable  primitive  dont 
l'accroissement  est  représenté  pan,  et  dont  la  différentielle  est  réduite 
à  l'unité,  avec  l'une  des  variables  données,  ou  avec  une  variable 
nouvelle  dont  toutes  les  autres  soient  des  fonctions  continues.  Non 
seulement  la  différentielle  «^5  sera  la  limite  de  laquelle  s'approcbcra 
indéfiniment  le  rapport  -^,  tandis  que  i  s'approchera  indéfiniment  de 
la  limite  zéro;  mais  de  plus,  pour  de  très  petits  modules  de  i,  ce  rap- 
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port  différera  très  peu  de  sa  limite,  en  sorte  qu'on  pourra  énoncer  la 
proposition  suivante. 

Théorème  lîl.  —  Si  une  fonction  s  de  plusieurs  variables  et  sa  diffé- 
rentielle ds  restent  continues  dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs 
attribuées  à  ces  variables;  si  d'ailleurs  on  fait  coïncider  la  vai^iable  primi- 
tive^ ou  avec  Vunc  de  ces  variables,  ou  avec  une  variable  nouvelle  dont 
toutes  les  autres  soient  fonctions  continues  ;  alors,  pour  des  valeurs  infi- 
niment petites  attribuées  à  l'accroissement  i  de  la  variable  primitive^  la 

différence  entre  le  rapport  —  et  la  différentielle  ds  sera  infiniment  petite. 

Corollaire  I.  —  Le  théorème  III  s'étend  au  cas  même  où  l'accrois- 
sement total  A5  et  la  différentielle  totale  ds  seraient  remplacés  par  un 
accroissement  partiel 

A,5,     ou    A,,^,     ou     A,„5, 
et  par  la  différentielle  correspondante 

d,s     ou     di,s.     ou     dinS^      .... 
On  pourrait  d'ailleurs  supposer  ici  les  caractéristiques 

^:i       ^»i       '^iin        •  •  •}       ^11       "'III       (^111^        •  '  .1 

relatives  chacune  à  une  seule  variable  a^,  ou  j,  ou  ^,  ...  et  par  consé- 
quent réduites  aux  caractéristiques 

'^xi       ^y>       ^zi       •  •  ■  1       '^xi       "y»      ^zi        ■  •  •  • 

Corollaire  II.  —  Concevons  maintenant  que  les  variables,  dont  5  est 
fonction,  soient  partagées  en  deux  groupes.  Indiquons  à  l'aide  de  la 
caractéristique  A  l'accroissement  total  de  la  fonction  s  ou  d'une  fonc- 
tion de  même  nature,  et  à  l'aide  de  la  caractéristique  A,  ou  A,^  l'accrois- 
sement partiel  que  prend  la  même  fonction  pour  des  accroissements 
infiniment  petits  attribués  aux  variables  comprises  dans  un  seul 
groupe.  Soient  en  conséquence  A,^  ou  A,/  l'accroissement  infiniment 
petit  de  s  correspondant  à  des  accroissements  infiniment  petits  des 
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variables  comprises  dans  le  premier  ou  dans  le  second  groupe;  et  A^ 
l'accroissement  total  de  s.  Enfin,  nommons  s^  ce  que  devient^  quand  on 
fait  croître  seulement  les  variables  comprises  dans  le  premier  groupe, 
et  s^^  ce  que  devient  s  quand  on  fait  croître  toutes  les  variables  à  la  fois. 
On  aura  évidemment 

.ç„  =r  .y,  +  A„  5,  =  ,s  +  A,5  +  A„  .Ç,, 

et,  par  suite,  la  valeur  de  A^  =  s^^—  s  sera 
(f3)  As  =  Ùl,s  ~\-  ^„s,. 

En  divisant  par  i  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation,  l'on 

trouvera 

A.9 A,.ç       A,,^,    , 

L  l  L 

Supposons,  d'ailleurs,  que  la  fonction  s  et  ses  deux  différentielles 
partielles 

d,s,     d„s 

soient  des  fonctions  continues  des  diverses  variables,  dans  le  voisi- 
nage du  système  des  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes.  Alors, 
pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  t,  en  vertu  du  corollaire  I,  le 

rapport  -^  différera  infiniment  peu  de  d^s,  et  le  rapport  -^  de  d^^s^. 

Mais,  d'autre  part,  à  l'accroissement  infiniment  petit 

S,^-  S=i  ^,s 

de  la  fonction  s  correspondra  l'accroissement 

d„  Si  —  d„  S  =:  à,d„  S 

de  la  différentielle  dj;  et  ce  dernier  accroissement  sera  encore  infi- 
niment petit,  puisque  d^^s  sera,  par  hypothèse,  fonction  continue  de  s. 

A  s 
Donc  le  rapport-^  différera  indéfiniment  peu  non  seulement  de  d^^s,, 

mais  aussi  de  r//.  Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  si  l'on  fait  conver- 
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ger  i  vers  la  limite  zéro,  les  rapports 

à,  s         A„,9, 
£  l 

convergeront  respectivement  vers  les  limites 

Cf  Y  o  k         Ci/  ^y  o  • 

et,  par  suite,  la  formule 

A.î A,s       A„5, 

entraînera  celle-ci 

ds  =z  d,s  -\-  d„  s 

En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème  IV.   —  Soit  s  une  fonction  de  diverses  variables  que  nous 
supposerons  partagées  en  deux  groupes.  Soient.^  de  plus, 

d,s 

la  différentielle  partielle  de  s  correspondante  au  système  des  variables  com- 
prises dans  le  premier  groupe; 

d„s 

la  différentielle  partielle  de  s  correspondante  au  système  des  variables  com- 
prises dans  le  second  groupe  ;  et 

ds 

la  différentielle  totale  de  s  correspondante  au  système  de  toutes  les  va- 
riables. Si  la  fonction  s  et  les  différentielles  partielles 

d,s,     d„x 

restent  fonctions  continues  des  diverses  variables  dans  le  voisinage  du 

système  des  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes,  la  différentielle 

totale  ds  sera  la  somme  des  différentielles  partielles,  en  sorte  quon 
aura 

(i4)  ds=zd,s  -+-  d^^s. 

Corollaire.  —  Concevons  maintenant  que  la  fonction  s  dépende  de 
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plusieurs  variables  partagées  en  trois  groupes,  et  nommons 

d,s^     d„s,     d,nS 

les  différentielles  partielles  de  s  correspondantes  à  ces  trois  groupes. 
Supposons,  d'ailleurs,  que  la  fonction  s  et  ces  trois  différentielles  par- 
tielles restent  fonctions  continues  des  diverses  variables,  dans  le  voi- 
sinage du  système  des  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes.  Si 
l'on  considère  les  deux  derniers  groupes  de  variables  comme  n'en 
formant  plus  qu'un  seul,  la  différentielle  partielle  de  s  correspondante 
à  ce  nouveau  groupe  sera,  en  vertu  du  théorème  précédent,  représentée 
par  la  somme 

d„s-\-d,„s; 

et,  en  vertu  du  même  théorème,  il  suffira  d'ajouter  cette  somme  à  d  s 
pour  obtenir  la  différentielle  totale  de  s  ou  ds.  On  aura  donc 

ds  :=id,s  -\-  d„s  -\-  d„iS. 

Par  des  raisonnements  semblables,  on  passera  aisément  du  cas  où  les 
variables  sont  partagées  en  trois  groupes,  au  cas  où  elles  sont  partagées 
en  quatre  groupes,  etc.,  et  en  continuant  ainsi  on  établira  géné- 
ralement la  proposition  suivante. 

Théorème  V.  —  Soit  s  une  fonction  de  plusieurs  variables,  que  nous 
supposerons  partagées  en  divers  groupes.  Soient  déplus 

diS,     d„  s,     d„iS, 

les  différentielles  partielles  de  s^  correspondantes  au  premier^  au  second, 
au  troisième  ...  groupe.  Enfin ^  supposons  que  la  fonction  s  et  chacune 
■de  ces  différentielles  restent  fonctions  continues  des  diverses  variables 
dans  le  voisinage  du  système  des  valeurs  attribuées  à  ces  variables 
mêmes.  La  différentielle  totale  ds  de  la  fonction  s  sera  la  somme  des 
différentielles  partielles  d^s,  dj,  dj^  ...,  en  sorte  qu'on  aura 

( ' 5 )  ds=zdiS  +  d„s  -\-d,„s-\-. .  .. 

Corollaire  l.  —  Au  lieu  de  déduire  le  théorème  V  du  précédent,  on 
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pourrait  l'établir  directement  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 
Les  variables  que  renferme  la  fonction  s  étant,  comme  on  vient  de  le 
dire,  partagées  en  divers  groupes,  désignons,  à  l'aide  des  carac- 
téristiques 

A„       Xn       A , 

les  accroissements  partiels  de  la  fonction  s  ou  d'une  fonction  de  même 
nature,  qui  correspondent  à  des  accroissements  infiniment  petits  des 
valeurs  des  variables  comprises  dans  le  premier,  le  second,  le 
troisième,  . . .  groupe.  Soient  encore  s^  ce  que  devient  la  fonction  s  en 
vertu  des  accroissements  attribués  aux  variables  comprises  dans  le 
premier;  5,^  ce  que  devient  la  fonction  s  en  vertu  des  accroissements 
attribués  aux  variables  comprises  dans  les  deux  premiers  groupes; 
s^^^  ce  que  devient  la  même  fonction,  en  vertu  des  accroissements 
attribués  aux  variables  comprises  dans  les  trois  premiers  groupes,  ..., 
et  ainsi  de  suite.  On  pourra  évidemment  considérer  s^^  comme  repré- 
sentant ce  que  devient  5,  en  vertu  des  accroissements  attribués  aux 
seules  variables  comprises  dans  le  second  groupe;  s^  comme  repré- 
sentant ce  que  devient  s^  en  vertu  des  accroissements  attribués 
aux  seules  variables  comprises  dans  le  troisième  groupe,  etc.  On 
aura  donc 

s„  =s,  +  A„5,, 

>  S„i  —  s  II  — |—  1^111  Sf, , 


et  par  suite 


s,  =s  -hà,s, 

s,i,  =  s  -\-  ^,s  -\-  A„s,  -h  ^,„s„ , 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 


Si  —  S=^  A, S, 

s„  —  5  =  A,s+  A„s,, 

s,„  —s  =  A,s  -h  A„  s,  +  A„,  s„  , 
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Donc  les  différences 

■^1        -^j       •^11         Sf       S„i  —  S^        .  .  . 

pourront  être  respectivement  représentées  par  les  sommes  composées 
avec  le  premier,  ou  les  deux  premiers,  ou  les  trois  premiers, . . . ,  termes 
de  la  suite 

et  la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  suite  représentera  la  dernière 
de  toutes  ces  différences  qui  sera  précisément  l'accroissement  total  de 
la  fonction  s  correspondant  aux  accroissements  infiniment  petits  de 
toutes  les  variables.  Donc,  en  nommant  Êis  cet  accroissement  total  de 
la  fonction  s,  on  aura 

^s  =  ^,s  +  ^„s,+  ^,„s„  + 

Concevons  à  présent  que  l'on  divise  par  i  les  deux  membres  de  la  for- 
mule précédente.  On  trouvera     , 

A£  _  A,  5       A„,ç.       ùk,„s„ 
t  t  i  t  ■  ■  ■  ' 

puis  en  attribuant  à  i  une  valeur  infiniment  petite,  et  supposant  que 
les  fonctions 

s,     d,s,     d„s^,     d,„s„^ 

restent  fonctions  continues  des  diverses  variables  dans  le  voisinage  du 
système  de  valeurs  attribuées  à  ces  variables,  on  reconnaîtra  que  les 
rapports 

A,. y       A„.y       A^ 
i  i    '        t    '      '    " 

di  èrent  infiniment  peu,  le  premier  de^,^;  le  deuxième  de  dj^,  et, 
par  suite,  de  d^^s;  le  troisième  de  dj^^,  et,  par  suite,  de  <,^,,  ou  même 
de  d^^^s,  etc.  Donc,  en  faisant  converger  i  vers  la  limite  zéro,  on  verra 
les  rapports 

A,  .y       A„.y,       A,„s„ 

£  l      '  t      '       "* 

OEnvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  XUI.  K 
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converger  respectivement  vers  les  limites 


et  la  formule 


A^  _  A,.v       A„5,       A,„5„ 
(  (  (  ( 


entraînera  la  suivante 

ds  =  <i,5  +  (i„5  +  <i„,5  + 

Gorollairell.  —  Le  théorème  V  continuerait  évidemmentde  subsister 
si  chacune  des  caractéristiques 

se  rapportait  à  une  seule  variable.  Mais  alors,  en  désignant  par.37,jy, 
z, ...  les  diverses  variables,  on  pourrait  à  ces  caractéristiques  substituer 
les  suivantes 

^Xi       ^yj       "5>        •  •  •  i 

et,  par  suite,' la  formule  (i5)  deviendrait 

(  1 6 )  ds  =:  d^s  +  dyS  +  d-s  +  . . . . 


III.  —  Formules  générales  pour  la  différentiaùon  des  fonctions 
d' une  ou  de  plusieurs  variables. 

Les  principes  établis  dans  les  paragraphes  précédents  fournissent 
immédiatement  les  diverses  formules  générales  qui  servent  à  la  dillé- 
rentiation  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables.  Entrons  à  ce 
sujet  dans  quelques  détails. 

Considérons  d'abord  une  fonction  s  d'une  seule  variable  x.  Si  cette 
fonction  est  du  nombre  de  celles  que  l'on  nommer  fonctions  simples ,  sa 
dérivée  Dj.s  devra  se  déduire,  dans  chaque  cas  particulier,  de  l'équa- 
tion (6)  du  paragraphe  I,  c'est-à-dire  de  la  formule 

(i)  Da.ç  =  lim-r^- 

A^' 
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Cette  dérivée  étant  obtenue,  la  formule  (7)  du  §  I,  savoir, 

(2)  ds  =i\)^.s  dœ, 

fournira  immédiatement  la  valeur  générale  de  la  difTérentielle  ds. 

Si  s  est  une  fonction  de  fonction  de  x,  si,  par  exemple,  s  est  fonction 
de  la  variable  y,  cette  variable  étant  elle-même  fonction  de  la  va- 
riable x,  alors  la  différentielle  ds  se  trouvera  déterminée  non  plus  par 
l'équation  (2),  mais  par  le  système  de  deux  équations  de  même  forme, 
savoir, 

( 3 )  d<!=  DyS dy,         dy^D^y  dx, 

en  sorte  qu'on  aura 

(4)  ds  =z^yS\Sxy  dx. 

Pareillement,  si  s  était  fonction  de  2,  :j  étant  fonction  de  j,  et  y  fonc- 
tion de  x^  on  trouverait  successivement 

(5)  dszzzM-sdz^         dzz^\iyZ  dy,         dyz=.\)j.y  dx, 
puis  on  en  conclurait 

(6)  ds  —  \).s\)yzT)^ydx; 

et  ainsi  de  suite. 

Supposons  maintenant  que^  soit  non  plus  une  fonction  de  fonction, 

mais  une  fonction  composée  de  plusieurs  variables  a?,  j,  5, Alors, 

en  vertu  de  la  formule  (i5)  du  paragraphe  précédent,  on  aura  géné- 
ralement 

( 7 )  G^.v  =  djc-s  +  dyS  -{-  d-s  -\- .  .  .. 

Mais  les  formules  (10)  du  §  I  donneront 

(8)  dxS  =  \)xSdx,         dyS—HySdy,         d^s  =  D.sdz,      

Donc  alors  la  valeur  de  la  différentielle  ds  se  trouvera  déterminée  par 
la  formule 

ds  =  D^s  dx  -{-\)ysdy  -\-  D.s  dz  -\-  .... 
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Si  s  était  une  fonction  de  plusieurs  autres 

qui  fussent  elles-mêmes  fonctions  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes 

^,     y,     z,     ..., 

alors,  au  lieu  de  la  formule  (9),  on  obtiendrait  la  suivante 
( 'o)  ds  —  I)„5 du  +  D^5 du  +  D^s dw-h, .., 

et  chacu^ne  des  différentielles  du,  dv,  dw,  ...  se  trouverait  à  son  tour 
déterminée  par  une  équation  semblable  à  la  formule  (9),  en  sorte 
qu'on  aurait 

{  du  =  Da-  M  dx  H-  Dy  «  d'y  +  Ds  «  ^^  + . .  . , 
(  '  0  \  dv  —\i^v  dx-^  \)y  V  dy-\-D.v  dz  ^.  .  .^ 

Donc  alors,  pour  obtenir  la  valeur  générale  de  ds  exprimée  en  fonction 
des  variables  a;,  j,  s,  . . .  et  de  leurs  différentielles  dx,  dy,  dz,  ...,\\ 
suffirait  de  substituer  dans  le  second  membre  de  l'équation  (10)  les 
valeurs  de  du,  dv,  dw,  ...  fournies  par  les  formules  (i  i). 

Il  pourrait  arriver  que,  s  étant  fonction  de  u,  i>,  w,  ...,  chacune  des 
lettres  m,  v,  w,  ...  représentât  non  plus  une  fonction  des  variables 
indépendantes,  mais  une  fonction  composée  d'autres  fonctions.  Au 
reste,  il  est  clair  que,  dans  tous  les  cas,  quel  que  soit  le  nombre  des 
variables  diverses,  supposées  fonctions  les  unes  des  autres,  la  diffé- 
rentielle totale  de  s  pourra  être  déterminée  par  le  système  de  plusieurs 
équations  semblables  aux  formules  (9),  (10),  (11). 

Les  formules  qui  précèdent  comprennent,  comme  cas  particuliers, 
d'autres  formules  générales  qu'on  en  déduirait  sans  peine.  Ainsi,  par 
exemple,  comme  en  désignant  par  a,  b  deux  constantes  arbitraires,  on 
trouve 

par  conséquent 

à.{ax -^  b) 

T :=  a, 

àx 

la  formule  (i)  donnera 

J)x{cix  -i-  b)  =:  a. 
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Par  suite,  si  l'on  pose 

s  =:  au  -+-  bv  +  cw  + .  .  . , 

la  formule  (lo)  donnera 

ds  ■=z  adu  +  bdv  4-  cdw  H- ,  . , , 
en  sorte  qu'on  aura 

d{au  -\-  bv  -\-  cw  -{-...)  z=L  adu  +  bdv  -\-  cdw  -h .  .  , . 

On  se  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à  la  formule  (12)  du  §  II, 
laquelle  comprend  comme  cas  particuliers  les  formules  (  j)  et  (9)  du 
même  paragraphe. 

Supposons  maintenant  que  diverses  variables  se  trouvent  liées 
entre  elles  par  une  ou  plusieurs  équations.  Les  deux  membres  de 
chaque  équation  étant  égaux,  leurs  différentielles  seront  égales,  et 
l'égalité  de  ces  différentielles  constituera  une  équation  nouvelle.  On 
appelle  équations  différentielles  les  nouvelles  équations  que  l'on  obtient 
en  différentiant  les  deux  membres  de  chacune  des  équations  données. 
Comme  une  quantité  constante  est  celle  qui  ne  varie  pas,  ou,  en 
d'autres  termes,  celle  qui  ne  reçoit  pas  d'accroissement,  il  est  clair  que 
la  différentielle  d'une  constante  s'évanouit  avec  son  accroissement 
même.  Donc  lorsqu'une  équation  offre  pour  second  membre  zéro, 
ou  une  autre  constante,  il  suffit  de  différentier  le  premier  membre 
de  cette  équation  pour  obtenir  l'équation  différentielle  correspon- 
dante. 

Les  règles  qui  servent  à  déterminer  la  différentielle  du  premier  ordre 
d'une  fonction  quelconque  peuvent  encore  évidemment  servir  à  déter- 
miner la  différentielle  de  cette  différentielle  ou  la  différentielle  du 
second  ordre,  et  généralement  les  différentielles  des  divers  ordres. 
Pareillement,  étant  données  une  ou  plusieurs  équations  entre  diverses 
variables,  on  pourra  tirer  parti  des  règles  dont  il  s'agit  pour  différentier 
plusieurs  fois  de  suite  chaque  équation,  et  pour  obtenir  ainsi  ce  qu'on 
appelle  des  équations  différentielles  de  divers  ordres. 

Dans  le  paragraphe  qui  va  suivre,  nous  ferons  connaître  diverses 
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propriétés  remarquables  des  différentielles  et  des  fonctions  dérivées 
d'un  ordre  quelconque. 


IV.  —  Propriétés  des  différentielles  et  des  fonctions  déri^iées  des  divers  ordres. 

Aux  théorèmes  et  aux  formules  que  nous  avons  établis  dans  les 
paragraphes  précédents,  il  est  utile  de  joindre  la  démonstration  de 
quelques  propriétés  générales  des  différentielles  des  divers  ordres. 
L'une  de  ces  propriétés  appartient  à  la  fois  aux  accroissements  des 
fonctions,  à  leurs  différentielles  et  à  leurs  dérivées.  Elle  consiste  en  ce 
qu'on  peut  intervertir  arbitrairement  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent 
deiix  ou  plusieurs  opérations,  dont  chacune  est  exprimée  ou  par  l'une 
des  caractéristiques 

A,     A„    A„,     A„„     ...,     A^,     Av,     A-,     ..., 

qui  servent  à  indiquer  des  accroissements  totaux  ou  partiels,  ou  par 
l'une  des  caractéristiques 

Uj      cl,^      (*■/!)      U/ii^       .  .  . ,      ûf,^,      "y      ^ci       •  ■  •> 

qui  servent  à  indiquer  des  différentielles  totales  ou  partielles,  ou  même 
par  l'une  des  caractéristiques 

Dx,     D^,    D„     ..., 

qui  servent  à  indiquer  des  dérivées  partielles,  sans  altérer  en  aucune 
manière  le  résultat  définitif  de  ces  opérations  diverses.  Pour  établir 
cette  proposition,  il  suffit  évidemment  de  faire  voir  que  l'on  pourra 
toujours,  sans  inconvénient,  échanger  entre  elles  deux  de  ces  caracté- 
ristiques, écrites  à  la  suite  l'une  de  l'autre.  Il  y  a  plus  :  on  pourra  se 
borner  à  considérer  le  cas  où  les  deux  caractéristiques  seraient  dis- 
semblables, la  proposition  étant  évidente  dans  le  cas  contraire. 

Or,  supposons  que,  la  lettre  s  désignant  une  fonction  de  plusieurs 
variables  x,y,  z,  . . . ,  on  nomme  q  un  accroissement  partiel  ou  même 
total  de  cette  fonction.  On  aura,  en  vertu  des  formules  (4)  et  (5) 
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du  §11, 

à{s  4-  ç)  =  A.V  + Aç, 

d{s  -+-  ç)  ^  ds  -\-  dq. 

Donc,  à  un  accroissement  quelconque  de  s,  représenté  par  ç,  corres- 
pondront un  accroissement  de  A^  représenté  par  Aç,  et  un  accroissement 
i\o  la  difi'érentielle  ds  représenté  par  dç.  Ce  n'est  pas  tout  :  comme  les 
formules  (4)  et  (5)  du  §  II  continuent  de  subsister,  dans  le  cas  même 
où  l'on  y  remplace  la  caractéristique  A  par  l'une  des  caractéristiques 

A,,A„,A„„     ...,     A^,     Aj.,     A-,     ..., 
et  la  caractéristique  d  par  l'une  des  caractéristiques 

d,,      d„,     d,n,      ...,     dj.,     dy,     (i-,      ..., 

OU  même  par  l'une  des  caractéristiques 

I).,    IV,    ih,     ..., 

on  peut  affirmer  qu'à  l'accroissement  ç  de  la  fonction  ^correspondront 
les  accroissements 

A,ç,     X,ç,     A„,ç,  ■    ...,     à^ç,     Aj,ç,     A^ç,     ... 
des  expressions 

A,^,     A,^,     A,„s,     ...,     A^5,     Ays,     A;5,     ... 
et  les  accroissements 

d,ç,      d„q,      d,,ç,       ...,      d^ç,      dyç,      d,q,      D^^ç,       D,  ç,      D=ç,       ... 

des  expressions 

d,s,     d„s,     d,„s,      ...,     d^s,     dys,     d.^s,      ...,     \)^s,     DyS,     \).s,      .... 

Cela  posé,  concevons  que  les  accroissements  correspondants  dont  il 

s'agit  se  réduisent  à  ceux  que  l'on  indique  par  l'une  des  caracté- 
ristiques 

A,     A„     A,„     A,„,     ....     A^,     A^.,  A„     .... 

On  conclura  im^uédiatement  de  ce  qui  précède  que  l'on  peut  sans 
inconvénient  échanger  entre  elles  deux  de  ces  caractéristiques,  ou 
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échanger  l'une  d'elles  avec  l'une  des  suivantes 

M,      M/,      Cil, ,      M///,       •  •  •  1      ^x}         y)         2»       •  •  •  )      ^-'arj       '-' yi      "ci       .  .  •  • 

Ainsi,  par  exemple,  de  ce  qu'à  l'accroissement  ç  de  s,  correspond 
l'accroissement  A, ç  de  A,^,  on  conclura  qu'en  posant 

ç  —  A„  5, 

on  doit  avoir 

A,ç  =  A„A,.ç. 
On  aura  donc  par  suite 

(i)  A,A,5=rA„A,5. 

Pareillement,  de  ce  qu'à  l'accroissement  ç  de  ^  correspond  l'accrois- 
sement d^ç  de  d^s,  on  conclura  qu'en  posant 

ç=A„s, 
on  doit  avoir 

d,ç  —  A„d,ç. 

On  aura  donc  par  suite 

(2)       ■  d,A„  s=:  X,  d,s. 

On  pourra  d'ailleurs  remplacer,  dans  les  formules   (i)  et  (2),   les 
caractéristiques  A,,  A,,  par  deux  quelconques  des  caractéristiques 

A,     A„     A  ,     A,„,     ...,     Aa;,     A^,     A;,     ...; 
et  la  caractéristique  d^  par  l'une  quelconque  des  caractéristiques 

<Z,       Ct/^       Cl„^      U/ii^       •  •  •  1       ^xf      '^yi       ^zt       '  •  •  j      ^xj       ''yy       "d        .  .  .  • 

Concevons  maintenant  que  l'on  divise  les  deux  membres  de  la 
formule  (2)  par  l'accroissement  i  de  la  variable  primitive.  On  trou- 
vera 

d,  A„  s A„d,s 

— ) 

t  i 

ou,  ce  qui  revient  au  môme,  eu  égard  à  la  formule  (9),  . 

A^  5  _  A„  d,s 
cil  —  ^^— —  j 

t  t 

puis,  en  faisant  converger  vers  la  limite  zéro  l'accroissement  t  et  les 
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accroissements  correspondants  des  variables  comprises  dans  le 
groupe  auquel  se  rapporte  la  caractéristique  A,,,  on  verra  les  rapports 

converger  respectivement  vers  les  limites 

d„s^     d„diS. 
Donc,  en  passant  aux  limites,  on  trouvera 

(3)  did,iS  ^=1  d„diS. 

Ajoutons  que,  si  la  caractéristique  d^^  indique  une  différentielle  par- 
tielle relative  à  une  seule  variable,  et  se  réduit  par  exemple  à  d^,  on 
pourra  aussi  la  réduire  à  D^  en  prenant  dx  pour  unité.  Cela  posé, 
comme  la  formule  (2)  continue  de  subsister  quand  on  y  remplace  la 
caractéristique  A,^  par  l'une  quelconque  des  suivantes 

A,     A„     A,„     A„„     ...,     A^,     A^,     A-,     ..., 

et  la  caractéristique  d^  par  l'une  quelconque  des  suivantes 

d,    d,,    d„.    d„„    ...,    d^,    dy,    d.,     ...,    i)^^    D^,    D^,     ..., 

il  est  clair  que  la  formule  (3)  continuera  de  subsister  si  l'on  y  rem- 
place les  caractéristiques  d^,  d^  par  deux  quelconques  des  caractéris- 
tiques 

d,     d,,     d,„     d,„,     ...,     d^,     dy,     d,,     ...,     D^,     1)^,     D.,      

En  résumé,  les  formules  (i),  (2),  (3)  et  autres  semblables 
entraînent  la  proposition  suivante. 

Théorème  I.  —  Supposons  qu  une  fonction  s  de  plusieurs  variables  soit 
successivement  soumise  à  diverses  opérations  dont  chacune,  ayant  pour 
but  de  fournir  un  accroissement  total  ou  partiel,  une  différentielle  totale 
ou  partielle,  ou  même  une  dérivée  partielle^  se  trouve  indiquée  par  l'une 
des  caractéristiques 

A,     A„     A,„     A„„     ...,     A^,     A^.,     Aj,     ..., 
d,     d,,     d„,     d,„,      ...,     dj.,      dy,     d,,      ..., 

!).„     I)„     D„     .... 

OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  XUI.  "  6 
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V expression  qui  résultera  de  ces  opérations  diverses  offrira  une  vtaleur 
indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  se  succéderont  ces  mêmes  opérations^ 
et  par  conséquent  les  caractéristiques  qui  serviront  à  les  indiquer.  On 
pourra  donc,  sans  altérer  cette  valeur,  intervertir  arbitrairement  V ordre 
dans  lequel  les  diverses  lettres  caractéristiques  se  trouveront  rangées^  comme 
si  le  système  de  ces  lettres,  écrites  à  la  suite  les  unes  des  autres,  représen- 
tait un  véritable  produit. 

Corollaire  I.  —  Il  suit  des  formules  (8)  et  (9)  du  §  II,  que  le  théo- 
rème III  doit  être  étendu  au  cas  même  où  l'une  des  caractéristiques, 
cessant  d'indiquer  un  accroissement  ou  une  différentielle,  représente- 
rait un  coefficient  constant. 

Corollaire  II.  —  Le  théorème  III,  et  même  l'équation  (i5),  com- 
prennent comme  cas  particulier  la  formule 

(4)  d^dySzzzdydxS^ 

de  laquelle  on  tire  immédiatement  la  suivante 

(5)  l)^D^5=:D^D;,5,         ^ 

en  considérant  les  variables  x,  y  comme  indépendantes  et  réduisant 
les  différentielles  dx  ou  dy  de  chacune  d'elles  à  l'unité.  Au  reste,  la 
formule  (5)  pourrait  être  démontrée  directement  comme  il  suit  : 

Corollaire  III.  —  Concevons  que,  s  étant  une  fonction  de  deux 
variables  a?,  jy^,  on  attribue  à  ces  variables  des  accroissements  infini- 
ment petits 

^x  =  a,  AjK  =  ê, 

indépendants  l'un  de  l'autre  et  Ao^  ces  variables  mêmes.  On  aura 
d'abord 

^^^ys  —  ^y^:^s', 

et  par  suite 

A^Ay5    _     AyAa;5 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  la  formule  (8)  du  §  II, 


a  \    (x 


puis  on  conclura,  en  faisant  converger  a  =  A.x  vers  la  limite  zéro. 

Si  maintenant  on  divise  par  S  les  deux  membres  de  la  dernière  équa- 
tion, on  trouvera 

DxAy5    _    à  y  h  a;  S 

g     ~     ê    ' 

ou,  ce  qui  revient  au  môme,  eu  égard  à  la  formule  (9)  du  §  II, 

Av5  _  Av(I)^.y) 
^    g    ~         g        ' 

puis  on  en  conclura,  en  faisant  converger  C=  A^s  vers  la  limite  zéro, 

\)^l)yS     r=     DyDx'i' 

V.  —  Sur  l'analyse  des  caractéristiques. 

Les  lettres  que  l'on  emploie  dans  la  haute  analyse  sont  de  deux 
espèces.  Lès  unes  servent  à  représenter  des  quantités  constantes  ou 
variables,  ou  des  expressions  imaginaires;  les  autres  à  indiquer  des 
opérations  diverses,  et  dans  ce  dernier  cas  elles  se  nomment  ordinai- 
rement caractéristiques.  Ici,  en  particulier,  nous  désignerons  sous  le 
nom  de  caractéristiques  différentielles  les  lettres 

A,     A,,,     A,„     A„„     ...,     A^,     A,-,     A;,     ..., 
dy     d,^     t/„     <3^m,      ...,     dx-,     dy^     d-,      ..., 

Dx,     Dv,     l)=,     ..., 

employées  dans  les  paragraphes  précédents  pour  représenter  diverses 
opérations  dont  chacune  a  pour  but  de  fournir  un  accroissement  total 
ou  partiel,  une  différentielle  totale  ou  partielle,  ou  bien  encore  une 
dérivée  partielle  d'une  fonction  donnée.  De  telles  opérations  peuvent 
se  succéder  les  unes  aux  autres  en  nombre  quelconque,  et  nous  avons 
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déjà  observé  qu'alors  le  résultat  définitif  est  indépendant  de  l'ordre 
dans  lequel  ces  opérations  s'effectuent,  par  conséquent  de  l'ordre 
dans  lequel  sont  rangées  les  caractéristiques  qui  les  indiquent.  Or,  de 
même  qu'il  est  souvent  utile  de  remplacer  par  une  seule  lettre  une 
expression  composée  qui  renfermait  plusieurs  lettres  propres  à  repré- 
senter certaines  quantités  constantes  ou  variables,  de  même,  pour 
simplifier  les  calculs,  il  peut  être  souvent  utile  de  remplacer,  soit  par 
une  seule  lettre,  soit  du  moins  par  un  seul  signe  ou  caractère  spécial, 
le  système  de  plusieurs  opérations  indiquées  par  diverses  caractéris- 
tiques. Nous  ajouterons  qu'il  paraît  convenable  d'affecter  à  cet  emploi 
un  caractère  nouveau  plutôt  qu'une  lettre,  afin  de  ne  pas  augmenter 
le  nombre  de  celles  qui  ont  été  enlevées  à  l'analyse  algébrique,  et  qui 
représentent,  dans  la  haute  analyse,  non  de  simples  quantités,  mais 
des  opérations  de  diverses  natures.  C'est  pour  ces  motifs  que  divers 
auteurs,  entre  autres  MM.  Laplace  et  Brisson,  ont  employé,  dans  des 
cas  semblables,  deux  caractères  empruntés  à  la  Géométrie,  savoir,  le 
triangle  et  le  carré,  en  ayant  soin  de  renverser  le  triangle,  de  manière 
qu'il   ne  puisse   être   confondu    avec  un  A.  Nous  suivrons  ici  cet 
exemple,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  en  diverses  circonstances;  et 
nous  représenterons  en  particulier  par  l'un  des  caractères 

le  système  de  plusieurs  opérations  qu'indiqueraient,  si  elles  étaient 
écrites  à  la  suite  l'une  de  l'autre,  deux  ou  plusieurs  des  caractéris- 
tiques ci-dessus  mentionnées 

A,     A„     A„,     A„„     ...,     A^,     A^,     A-,      ..., 

Cl,       Clf^        Cl,ij        Cl„ii         •  •  •  )       ^xf        ^yi        ^31        •  '  •  > 

D,,      Dy,      D,. 

Gela  posé,  si,  pour  fixer  les  idées,  on  prend 

(1)  V  =  T)^D,., 

on  aura,  en  nommant  s  une  fonction  quelconque  de  x,  y, 

(2)  V5=rD^Dy5. 
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Pareillement,  si  l'on  prend 

(3)  V  —  d^clyd-, 

on  aura 

(4)  ^s=:d^dyd-s,  .  ... 

D'ailleurs,  suivant  l'observation  ci-dessus  rappelée,  on  pourra,  dans 
les  formules  (2),  (4),  etc.,  et  par  suite  aussi  dans  les  formules  (i), 
(3),  etc.,  intervertir  arbitrairement  l'ordre  dans  lequel  seront  rangées 
les  diverses  caractéristiques,  comme  si  les  expressions 

Da;D, ,     dxdyd.^ 

étaient  de  véritables  produits.  Pour  conserver  le  souvenir  de  cette 
analogie,  nous  appellerons  les  expressions 

^x^^yy      d^dyd-,       ..., 

et  autres  semblables,  des  produits  de  caractéristiques,  h^^  facteurs  de 
ces  produits  seront  les  caractéristiques  elles-mêmes  que  l'on  pourra 
échanger  entre  elles  dans  chaque  produit,  en  sorte  qu'on  aura  par 
exemple,  en  vertu  de  la  formule  (i), 

en  vertu  de  la  formule  (3), 

V  r=  dxdyd-=^  dyd-dx^=^  d.d^dy 
:=z  dg. c?. dy  -=.  d. dy dy. •=.  dydxd.^  .... 

Il  suit  d'ailleurs  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  §  II  (théorème  III,  corol- 
laire I),  que  l'on  peut  sans  inconvénient,  dans  de  semblables  produits, 
et  par  conséquent  dans  les  expressions  que  représenteront  les  nota- 
tion 

V     V      V 

V  ,  V,,  V,,,  .  .   .  , 

remplacer  une  ou  plusieurs  caractéristiques  par  des  coefficients  cons- 
tants. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  combiner  entre  elles,  par 
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voie  d'addition,  plusieurs  expressions  de  la  forme 

V5,     V,,v,     V„s,  , 

Le  résultat  de  cette  addition  sera  la  somme 

V.Ç+ V,5+ V„.s  + 

Mais,  pour  simplifier  les  notations,  nous  nous  bornerons  à  écrire  une 
seule  fois  la  lettre  ^  à  la  suite  de  l'expression 

v  +  v,  +  v„+..., 

et  en  conséquence  nous  conviendrons  de  représenter  la  somme  dont  il 

s'agit  par  la  formule 

(V  +  V,+  V„-h...).«- 

Cette  convention  nouvelle  fournit  un  moyen  d'abréger  les  formules. 
Elle  permet,  par  exemple,  de  réduire  l'équation  (22)  du  §  II,  savoir, 

( 5 )  -  ds  :=  d^s  +  dyS  -{-  d-s  + . .  .^ 
à  la  forme  la  plus  simple 

(6)  ds=^{d^-^  dy-^  d.-^  .  .  .)s. 

Il  y  a  plus  :  la  formule  (6)  devant  subsister  quelle  que  soit  la  fonction 
représentée  parla  lettre  s,  on  l'abrégera  encore  en  effaçant  cette  lettre, 
et  alors  on  trouvera 

(7)  d^=:  dx+  dy-\-  dz-\- .  .  .. 

Les  expressions  de  la  forme 

dg.  -h  dy+  d.-h  .  .  . , 

ou  plus  généralement  de  la  forme 

V  +  V,+  V„-{-..., 

devront  être  naturellement  appelées  des  sommes  de  caractéristiques. 
Lorsqu'une  semblable  somme  se  réduit  d'elle-même,  comme  on  le  voit 
dans  la  formule  (7),  à  une  seule  caractéristique,  on  peut  profiter  de 
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cette  réduction  pour  simplifier  le  calcul.  Dans  le  cas  contraire,  on  par- 
vient au  rnênne  but  en  se  servant  d'un  caractère  nouveau  pour  repré- 
senter une  telle  somme.  Nous  supposerons  ici  que  l'on  affecte  k  cet 
emploi  l'un  des  caractères 

D,    n„    n,„    ...,    D',    u",    .... 

Cela  posé,  lorsque  nous  prendrons  pour  exemple 

(8)  n  =  v  +  ?,+  v„  +  ..., 

la  formule  (8)  sera  une  formule  symbolique  dont  nous  nous  servirons 
pour  exprimer  que  le  sens  de  la  notation  Hs  se  trouvera  défini,  quelle 
que  soit  la  fonction  s,  par  l'équation 

(9)  D.v  =  V.ç  + V,5  +  V„5+.... 

Les  nouveaux  caractères 

.  V,      V„      V,„      ...,      V,      V",      ..., 
'□,     Dm     □ ,     D',     D",     ..., 

destinés  à  représenter  ou  des  produits  formés  avec  les  caractéristiques 

simples 

A,     A,,     A,,,     A„„     ...,     A;,,  A,,  A„  ..., 

d,     d,,     d,„     d,„,      ...,     d-,,  dy,  d.,  ..., 

I)^,  D^,  1)„  ..., 

ou  des  sommes  de  semblables  produits,  sont  ce  que  nous  pouvons 
appeler  des  caractéristiques  composées.  Les  propriétés  de  ces  nouvelles 
caractéristiques  se  déduisent  aisément  des  principes  établis  dans  les 
précédents  paragraphes.  Ainsi,  en  particulier,  puisque  les  for- 
mules (4),  (5)  du  §  I  s'étendent  au  cas  même  où  l'on  remplace  les 
accroissements  totaux  par  des  accroissements  partiels,  ou  les  diffé- 
rentielles totales  par  des  différentielles  partielles,  il  est  clair  qu'en 
désignant  par  u,  ç,  <r,  ...  des  fonctions  quelconques,  on  aura  non  seu- 
lement 

d,{u  -h  i>  -\-  w  -\-.  .  .)  =  d  II  -i-  d,v  -h  d,w  -h.  .  .. 

d„{u  -\-  i>  -^  ^^^  -i-  .  .  .)  z=  d„u  +  d„ v  +  rf„ <r  H-  .  ,  . , 
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mais  encore 

d,d,i{u  -h  V  -j-  iv  -{-. .  .)  ^=d,{d„u  +  d„v  -\-  d„w-h . .  .) 

.■=:  d, d„ u  -\-  d,d„v  +  d, d^,  w  +  .  .  . , 

et  que  l'on  trouvera  généralement  de  la  même  manière 

(10)  d,d„d„,. ..(«  +  (^  4-  <p  +...)  =  d,did„i...u  4-  d,d„d,„.  ..v  +  didad,,,.  .w-\-.... 

Il  y  a  plus  :  on  pourra,  dans  la  dernière  équation,  remplacer  chacune 
des  caractéristiques  par  l'une  quelconque  des  caractéristiques  simples 
dont  nous  nous  servons  pour  indiquer  des  accroissements,  des  diffé- 
rentielles ou  des  dérivées;  ou  même  par  un  coefficient  constant.  Donc, 
dans  la  formule  (10)  on  pourra  au  produit  dd^d^^...  substituer  l'un 
quelconque  de  ceux  que  peut  représenter  la  caractéristique  com- 
posée V,  et  l'on  aura  généralement 

(11)  V(a  +  p  +  tv  4-. .  .)  =  V«  +  Vt'H-  ¥«^4- 

Ce  n'est  pas  tout  ;  comme,  en  vertu  des  conventions  adoptées,  on  aura 
généralement 

(12)  (V  +  ?,+  V„4-.  .  .)^  =  '^^  +  ^/^  +  V„5  +  .  .  .  , 

il  est  clair  que  si  Ton  pose 

(13)  5  =  «  4-P  + iv  +  .  .., 

on  tirera  des  formules  (ii)  et  (12) 

(V4- V,4-V„+...)5=  Vu  4- V,a  4-V„a  4-... 
4-  V  p  4-  V,  t'  4-  V„  r  4-  .  .  . 
4-  V(P  4-  V,  <P  4-  V„  (P  4--.  .  . ,  ' 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  la  formule  (12), 

(V  +  V,4- V„4-...)^=       (V4-V,4-V„4-...)" 

+  (V4-V,4-V„4-...)<^ 
4- (V  4- V,4- V„  +  .  .  .)w 


Donc,  en  supposant  pour  abréger 

D  =  V  4-  V,  4-  V„ 
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on  aura 

(i4)  n5  =  n«  4-n«' +  □tv-f- .  ., 

ou,  en  d'autres  termes, 

(i5)  D  {u  -h  i>  +  w  -i- .  . .)  =  Uu  -i-  Di^  -\-  Div  -{- 

Les  formules  (i  i)  et  (i5),  qui  sont  semblables  aux  formules  (4),  (5) 
du  §  II,  entraîneront  évidemment  la  proposition  suivante. 

Théorème  l.  —  Le  résultai  que  produit  r application  d'une  caractéris- 
tique simple  ou  composée  à  la  somme  de  plusieurs  termes  ne  diffère  pas  de 
celui  qu^on  obtiendrait  en  appliquant  successivement  la  même  caractéris- 
tique aux  divers  termes  dont  il  s'agit. 

Supposons  maintenant  qu'à  une  expression  de  la  forme 

on  veuille  appliquer  une  nouvelle  caractéristique  composée  V,^.  Il  est 
clair  que,  dans  l'expression  nouvelle 

ainsi  obtenue,  la  partie  indépendante  de  5,  savoir, 

représentera  tout  à  la  fois  un  produit  de  caractéristiques  simples  et  ce 
qu'on  peut  appeler  le  produit  des  caractéristiques  composées  V ,  V^^. 
Or,  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  les  facteurs  du  premier  produit 
pouvant  être  interverti  arbitrairement,  il  en  résulte  que,  dans  le 
second  produit,  on  pourra  échanger  entre  elles  les  caractéristiques 
composées  V,,  V,^.  On  aura  donc  généralement 

(l6)  V„V;5   =    V,V„5. 

Il  y  a  plus  :  si  l'on  pose 

D  =  V  H-  V,  +  V„  -h . . . 

OEwres  de  C.  —  S.  II,  l.  XIII.  7 
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et 

n'rrV'+V"+..., 

on  trouvera  non  seulement 

mais  encore,  eu  égard  à  la  formule  (t4)> 

D'autre  part,  eu  égard  à  la  formule  (9),  on  aura 

n'Vs  =  v'V5  +v"V5  +..., 


Donc  on  trouvera  définitivement 

(,;)  D'Os-      V'V5  +  V'V,5  +  V'V„5  +  , 

_l_  V"  V5  +  ?"  V, s  -h  V  V„.ç  + 


On  trouvera  de  même 

(18)  nn'5=    vv'5  +  v,v^4- v„v'5  +  . 


Donc,  eu  égard  à  la  formule  (16),  on  aura  généralement 

Les  formules  (16),  (18),  qui   sont  semblables  aux  formules  (i3), 
(i4),  (i5)  du  §  I,  entraînent  évidemment  la  proposition  suivante. 

Théorème  II.  -  Le  résultat  que  produit  r application  simultanée  de 
deux  caractéristiques  différentielles^  simples  ou  composées,  à  une  fonction 
quelconque  s,  est  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  se  trouvent  rangées 
ces  mêmes  caractéristiques. 

Corollaire.  —  Si  l'on  efface  la  lettre  s  dans  les  deux  membres  de  la 
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formule  (19),  on  obtiendra  la  suivante 

(20)  n'n  =  an'. 

En  vertu  de  cette  dernière,  l'expression  D'D,  qui  représente  le  pro- 
duit de  deux  caractéristiques  composées,  sera,  comme  tout  produit  de 
deux  facteurs,  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  ces  mêmes  facteurs 
se  trouveront  écrits. 

Concevons  maintenant  que  l'on  applique  simultanément  à  une 
fonction  quelconque  s  diverses  caractéristiques  simples  ou  compo- 
sées. On  pourra,  sans  altérer  la  valeur  de  l'expression  ainsi  obtenue, 
échanger  entre,  elles  [deux  quelconques  de 'ces  caractéristiques,  et,  à 
l'aide  de  semblables  échanges  plusieurs  fois  répétés,  on  pourra  évi- 
demment amener  à  la  première,  à  la  seconde,  à  la  troisième  place,  etc. 
telle  caractéristique  que  l'on  voudra.  Donc,  l'expression  obtenue 
offrira  une  valeur  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  on  rangera  les 
diverses  caractéristiques,  et  Ton  pourra  énoncer  la  proposition  sui- 
vante. 

Théorème  III.  —  Le  résultat  que  produit  l' application  simultanée  de 
plusieurs  caractéristiques  différentielles^  simples  ou  composées^  à  une  fonc- 
tion quelconque  s ,  offre  une  valeur  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel 
ces  mêmes  caractéristiques  se  trouvent  rangées. 

Corollaire.  —  En  vertu  du  théorème  IV,  une  expression  de  la 
forme 

nn,n„...s 

offrira  toujours  une  valeur  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  se 
succéderont  les  caractéristiques  D,  D,,  D,^,  ...,  et  par  suite  le  pro- 
duit de  ces  caractéristiques,  c'est-à-dire  l'expression 

aD,D„..., 

sera,,  comme  un  produit  de  (juantités  véritables,  indépendant  de 
l'ordre  dans  lequel  ses  divers  facteurs  se  trouveront  écrits. 

Lorsqu'on    eft'ace    la  lettre  s  dans  les  deux  membres   de  la  for- 
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mule  (i8),  cette  formule,  qui  suppose 

□  =  y  +  y^  +  ^^^+ . . . ,      n  =r  v'  +  v"  +  ' 

se  réduit  simplement  à 


On  aura  donc  généralement 


non  seulement  lorsque  les  lettres 

V'    V,'    V„i     •••1    v'>    V"'     ••• 

représenteront  des  quantités  véritables,  mais  aussi  lorsqu'elles  repré- 
senteront des  produits  de  caractéristiques.  Au  reste,  la  formule  (20) 
est  un€  conséquence  immédiate  des  deux  formules 

qui  se  tirent  immédiatement,  la  première  de  l'équation  (12),  la 
seconde  des  formules  (i  i),  (12),  et  qui  se  réduisent,  quand  on  efface 
la  lettre  5,  aux  deux  suivantes 


(22) 


(  V  +  V,  +  v„+  •  •  •  )  v'  =  vv'+  V,  v'  +  v„v'  +  •  •  •  ' 


Observons  d'ailleurs  qu'une  expression  de  la  forme 

se  réduisant,  en  dernière  analyse,  à  une  somme  de  produits  de  carac- 
téristiques simples,  n'offre  rien  de  plus  général  qu'une  expression  de 
la  forme 
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Cela  posé,  comme  les  produits  de  caractéristiques  simples  renfermés 
dans  le  développement  de  l'expression 

(  D  4- D,  +  n„ +  ...)(□'-+- D" -+-.. .) 

seront  précisément  ceux  qu'on  obtiendra  en  développant  les  expres- 
sions diverses 

nn',    n,n',    n,n',    ..., 
DD",    n,D",    n„n",    ..., 

il  est  clair  que  la  formule  (21)  entraînera  encore  la  suivante 

(23)   (n  +  D,+ n„  +  . ..)(□'+ n"+...)=^:    nn'+ n,n'+ n„n'+... 


En  conséquence,  on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème  IV.  —  Si  roii  multiplie  l'une  par  l'autre  deux  sommes  de 
caractéristiques  différentielles^  simples  ou  composées^  le  produit  de  ces 
deux  sommes  sera  la  somme  des  produits  partiels  quon  obtiendra  en 
multipliant  successivement  les  divers  termes  de  la  première  somme  par  les 
divers  termes  de  la  seconde.  Il  se  calculera  donc  de  la  même  manière  que 
si  les  divers  ternies  compris  dans  les  deux  sommes  représentaient  de  véri- 
tables quantités. 

Corollaire.  —  Après  s'être  servi  du  théorème  précédent  pour  obtenir 
le  produit  de  deux  sommes  de  caractéristiques  multipliées  l'une  par 
l'autre,  on  peut  s'en  servir  encore  pour  obtenir  des  résultats  auxquels 
on  parviendrait  en  multipliant  d'abord  ce  produit  par  une  troisième 
somme,  puis  le  produit  des  trois  sommes  par  une  quatrième,  et  ainsi 
de  suite.  En  opérant  de  cette  manièi'e,  on  obtiendra  successivement 
diverses  formules  qui  seront  toutes  fournies  par  le  théorème  sui- 
vant. 

Tin:oRKME  V.  —  Si  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre  plusieurs  sommes  de 
caractéristiques  différentielles  y  simples  ou  composées,  le  produit  de  ces 
sommes  sera  la  somme  des  produits  partiels  quon  pourra  former  en  mul- 
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tipliant  un  terme  quelconque  de  la  première  somrrie^  par  un  terme  quel- 
conque de  la  seconde^  par  un  terme  quelconque  de  la  troisième,  etc.  Le 
produit  cherché  pourra  donc  se  calculer,  comme  si  les  divers  termes  des 
sommes  proposées  représentaient  de  véritables  quantités . 

Corollaire  I.  —  Sj  les  différentes  sommes,  étant  au  nombre  de  n, 
devenaient  toutes  pareilles  l'une  à  l'autre,  le  théorème  V  fournirait  le 
développement  d'une  expression  de  la  forme 

(n  +  n,-t-n„+...)". 

Si  chaque  somme  renferme  deux  termes  seulement,  l'expression  dont 

il  s'agit  sera  réduite  à 

(□  +  □,)", 
et  l'on  trouvera 

(24)  (D  +n,)"rrr  0^+  -  D  ""*  D ,  +  ^^-^^^-— ^  D  «-^  D  ?  +  .  .  .  H-  D». 

On  peut  aisément,  de  cette  dernière  formule,  déduire,  comme  on  va  le 
voir,  diverses  formules  générales  que  présentent  le  calcul  des  diffé- 
rences finies  et  le  calcul  différentiel. 

Corollaire  1.  —  Soient  s  une  fonction  de  x,  et  A^  l'accroissement 
de  s  correspondant  à  l'accroissement  A^r  de  la  variable  x.  Posons  d'ail- 
leurs 

(25)  n=r=I  +  A, 

en  sorte  qu'on  ait 

(26)  n5  =  5'+A,V. 


La  notation 


Us 


représentera  évidemment  ce  que  devient  s  quand  on  fait  croître  x 
de  A^;  et  par  suite  les  notations 
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représenteront  ce  que  devient  s  quand  on  fait  croître  une  ou  plusieurs 
fois  de  suite  x  de  Ax,  o'est-k-dire,  en  d'autres  termes,  quand  on 
attribue  à  œ  les  accroissements 

A,r,     2  A^,     3  A^,     .  .  .. 

Donc,  en  général,  D"^  sera  ce  que  devient  s  quand  on  fait  croître  x 
de  /îAr.  D'ailleurs,  on  tirera  de  la  formule  (25)  non  seulement 

(27)  A=n-i, 

mais  aussi 

n"=(i  4- A)'^,      A'»  =  (n  — i)», 

et  par  suite,  eu  égard  à  la  formule  (24), 

(28)  n"=i4--A+-^ ^A*4-...+  A", 

^         '  12 

(20)  A«=n"-  -n"-'+  '}i''-')  D"-^-f-...±i. 

^  ^'  I  1.2 

On  aura  donc 

(3o)  D".v  =  «H-  -A5+  ^^("  ~'^  A^y  +  ...+ A".? 

I  1.2 

et 

(Si)  A».v=:  n"s--\J"-'s-h  ^(^~')  D"-^9  — ...±:  s. 

^     '  I  t  .2 

Corollaire  II.  —  Supposons  maintenant  que  s  représente  une  fonc- 
tion de  deux  variables  x,  y.  On  aura  généralement 

82)  ds  r=z  dx'^  -\-  dyS, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ds  =  {dx  'r  dy) s. 

En  effaçant  s  dans  les  deux  membres  de  cette  dernière  formule,  on 
trouvera 

(33)  d—d^-\-dy, 

et  par  suite 

d"  =  {d-,+  d,)"; 
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puis  on  conclura,  eu  égard  à  la  formule  (24), 

(34)  d-:=di+  ~d--^  d,+  ^l^^Lz2ld--^. ^j:  +. . .  +  d';.. 

On  aura  donc  généralement 

35  )  d''s  =  d'is+  -  d%-'  dys  +  "'^"^"'^  J"-2  d\s  ■{-... +  d1.  s. 

Corollaire  III.  —  Supposons 

(36)  5— :««',  ' 

w  et  p  étant  des  fonctions  quelconques  d'autres  variables  qui  peuvent 
n'être  que  les  mêmes  dans  u  et  dans  v.  Désignons,  à  l'aide  de  la  carac- 
téristique rt?,,  une  différentiation  partielle  opérée  comme  si  u  seul 
variait,  et  à  l'aide  de  la  caractéristique  d^^  une  différentiation  partielle 
opérée  comme  si  v  seul  variait.  On  aura 

(37)  •  ds=zd^s-ir  d^^s, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ds  =  {di+  di,)s. 

En  effaçant  s  dans  les  deux  membres  de  cette  dernière  formule,  on 

trouvera 

d=zd,-\-  di,, 

et  par  suite 

d''={d,  +  d„Y, 

puis  on  en  conclura,  eu  égard  à  la  formule  (24), 

(38  )  d.'' — d'i  +  -  d'r  '  d„  +  ''^''~^^  dr^di-\-...-\-  d',f . 

On  aura  donc  généralement 

(3û)  d''s=d'ls  +  -d'r'  d,,s-h  ^^^"'~^^  d'I'-  d,fs-{-...-hd;^s, 

^  I  "  1.2 

D'autre  part,  en  faisant  varier  dans  s  le  seul  facteur  m,  on  tirera  suc- 
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cessivement  de  la  formule  (36) 

diS  =  v  d^u,         d}s=:  i>  dj  a,         df  s=:  i>  df  u,  . .    , 

et  généralement 

(4o)  di  s=  ç d^,  u, 

I  étant  un  nombre  entier  quelconque  ;  puis,  en  faisant  varier  le  seul 
facteur  v,  on  tirera  successivement  de  la  formule  (4o) 

di,d^,sz=zdiiV.d',u,         d^dis  =  d!^^v.d',  u^  ,.., 

et  généralement 

(40  dTd',s  =  d',rvd',u. 

II  y  a  plus,  comme  on  aura  identiquement 

d',1^  V  ■=  d'"^  V,         d',  u  =  d^Uy 

la  formule  (4i)  pourra  être  réduite  à 

(42)  dir  dU  =  d'"  i' d' u. 

Donc,  en  remplaçant  s  par  le  produit  w  dans   l'équation   (39),   on 
trouvera 

(43)  d'Hin^)  =  vd"u-i--di'd''-^u-+-  —^^^——^d-i'd"-*u  +.  .  .+  ud'^ç. 

I  1.2 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  de  la  formule  (43) 

semble,  au  premier  abord,  n'être  applicable  qu'au  cas  où  les  variables 

desquelles  dépend  le  facteur  u  sont  distinctes  des  variables  desquelles 

dépend  le  facteur  (^;  en  sorte  que  les  caractéristiques  d^,  d^^  indiquent 

des  dilférentiations  relatives  à  deux  groupes  de  variables  distincts  l'un 

de  l'autre.  Toutefois  la  formule  (43)  s'étend  au  cas  même  où  plusieurs 

variables 

"^>   y»    '')    •  •  • 

seraient  communes  aux  deux  groupes;  et,  pour  rendre  notre  démons- 
tration applicable  à  ce  dernier  cas,  il  suffit  de  concevoir   que  l'on 
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range,  parmi  les  opérations  indiquées  à  l'aide  de  la  caractéristique  c?,, 
les  différentiations  relatives  aux  Xj  y,  z,  ...  qui  se  trouvent  compris 
dans  le  facteur  u  ou  qui  en  proviennent,  et,  parmi  les  opérations 
indiquées  à  l'aide  de  la  caractéristique  d^^,  les  différentiations  relatives 
aux  X,  y,  z,  ...  qui  se  trouvent  compris  dans  le  facteur  ç»  ou  qui  en 
proviennent. 

Dans  le  cas  particulier  où  u  est  fonction  d'une  seule  variable  x,  et  v 
fonction  d'une  seule  variablej,  l'équaition  (43)  peut  être  déduite  direc- 
tement de  l'équation  (35). 
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CALCUL   DES   VARIATIONS 


Préliminaires.  —  Considérations  générales. 

Les  premiers  géomètres  qui  se  sont  occupés  des  problèmes  dont  les 
solutions  se  tirent  aujourd'hui  du  calcul  des  variations,  ont  été  con- 
duits à  examiner  ce  qui  se  passe  quand  on  fait  varier  infiniment  peu, 
non  seulement  diverses  quantités,  et  les  fonctions  qui  en  dépendent, 
mais  encore  les  formes  mêmes  de  ces  fonctions.  Ainsi,  en  particulier, 
dans  le  bel  Ouvrage  qui  a  pour  titre  :  Methodus  inveniendi lineas  cunas 
maximiminimive proprietate  gaudentes,  Euler  a  considéré  les  accrois- 
sements infiniment  petits  que  prennent  diverses  fonctions  d'une 
abscisse  variable,  par  exemple,  l'ordonnée  d'une  courbe  et  les  dérivées 
de  cette  ordonnée,  quand  le  point  avec  lequel  coïncide  l'extrémité  de 
l'ordonnée  se  trouve  remplacé,  non  par  un  second  point  de  la  même 
courbe,  très  voisin  du  premier  et  correspondant  à  une  nouvelle 
abscisse,  mais  par  un  point  correspondant  à  la  même  abscisse  et  situé 
sur  une  seconde  courbe  très  voisine  de  la  première.  Ces  accroisse- 
ments infiniment  petits  d'une  nouvelle  espèce,  distincts,  sous  un  cer- 
tain point  de  vue,  de  ceux  que  Leibnitz  avait  désignés  sous  le  nom  de 
différentielles,  devaient  être  naturellement  considérés  comme  le  résul- 
tat d'un  nouveau  genre  de  difîérentiation.  Aussi  ont-ils  été  nommés 
par  Euler  des  différentielles  d'un  nouveau  genre  {Methodus,  p.  27). 
Euler  a  d'ailleurs  reconnu  combien  il  importait  de  ne  pas  représenter 
simultanément,  à  l'aide  de  la  même  notation,  les  nouvelles  différen- 
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tielles  et  les  différentielles  ordinaires,  avec  lesquelles  on  pourrait  aisé- 
ment les  confondre;  et,  pour  éviter  cette  confusion,  il  a  imaginé  d'ex- 
primer les  différentielles  ordinaires,  considérées  comme  des  accroisse- 
ments infiniment  petits,  à  l'aide  de  valeurs  consécutives  des  variables 
et  des  fonctions.  Il  eût  été  plus  simple  de  représenter,  à  l'aide  d'une 
nouvelle  notation,  les  nouvelles  différentielles;  et,  si  Euler  eût  pris  ce 
dernier  parti,  il  serait  immédiatement  arrivé  au  calcul  des  variations  de 
notre  illustre  Lagrange. 

En  réalité,  les  variations  de  Lagrange  étaient  primitivement  ce  que 
deviennent  les  différentielles  de  Leibnitz,  c'est-à-dire  les  accroisse- 
ments infiniment  petits  des  variables  et  des  fonctions,  quand  on  sup- 
pose ces  accroissements  produits  non  seulement  par  le  changement  de 
valeur  des  variables,  mais  aussi  par  le  changement  de  forme  des  fonc- 
tions diverses.  Mais,  après  avoir  cherché  à  écarter  du  calcul  différentiel 
la  notion  des  quantités  infiniment  petites,  Lagrange  nepouvaitvouloir 
la  conserver  dans  le  calcul  des  variations.  Aussi,  dans  la  Théorie  des 
fonctions  analytiques,  les  variations  se  présentent-elles,  non  plus 
comme  des  accroissements  petits  simultanément  attribués  aux 
variables  ou  fonctions  proposées,  mais  comme  des  dérivées  rela- 
tives à  une  nouvelle  variable  généralement  distincte  de  toutes  les 
autres. 

Euler,  qui  a  lui-même  accueilli  avec  empressement  le  calcul  des 
variations,  considérait  les  variations  non  comme  des  dérivées,  mais 
comme  des  différentielles  relatives  à  une  nouvelle  variable  indépen- 
dante qui  peut  être  censée  représenter  le  temps. 

Sans  exclure  ce  point  de  vue,  nous  donnerons  pour  les  variations 
une  définition  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  pour  les  diffé- 
rentielles dans  le  précédent  Mémoire;  et,  lorsque  plusieurs  quantités  et 
fonctions  pourront  changer  simultanément  de  valeurs  et  de  forme,  leurs 
variations  seront^  pour  nous,  de  nouvelles  variables  et  de  nouvelles  fonc- 
tions dont  les  rapports  seront  égaux  aux  limites  des  rapports  entre  les 
accroissements  infiniment  petits  des  variables  et  des  fonctions  pro- 
posées. 
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Cette  définition,  que  j'ai  proposée  aux  géomètres  dans  le  Mémoire 
sur  les  méthodes  analytiques  (y  o'w  le  Recueil  publié  à  Milan,  et  intitulé  : 
Bibliotheca  italiana),  peut  être  simplifiée  par  la  considération  d'une 
variable  dont  la  variation  serait  l'unfté,  et  être  ainsi  réduite  aux  termes 
suivants  : 

La  variation  d'une  variable  ou  fonction  quelconque  est  la  limitée  du  rap- 
port entre  les  accroissements  injiniment petits  que  peuvent  acquérir  simul- 
tanément la  variable  ou  la  fonction  dont  il  s'agit  et  une  variable  nouvelle 
dont  la  variation  serait  prise  pour  unité. 

En  vertu  de  cette  dernière  définition,  les  variations  se  réduisent  à 
des  diiïérentielle*  prises  par  rapport  à  une  nouvelle  variable,  comme 
le  voulait  Euler.  Seulement  ces  différentielles,  au  lieu  d'être  ou  des 
quantités  infiniment  petites,  ou  de  véritables  zéros,  oflrent  des  valeurs 
finies. 

I.  —  Définitions.  Notations. 

Comme  je  l'ai  rappelé  dans  le  précédent  Mémoire,  les  différentielles 
de  plusieurs  quantités  variables  dépendantes  ou  indépendantes  les 
unes  des  autres  peuvent  être  définies  de  nouvelles  quantités  dont  les 
rapports  sont  égaux  aux  limites  des  rapports  entre  les  accroissements  simul- 
tanés et  infiniment  petits  des  variables  proposées. 

On  peut  donner,  pour  les  variations  des  quantités  et  des  fonctions, 
une  définition  analogue,  comprise  dans  les  termes  suivants  : 

Lorsque  plusieurs  quantités  et  fonctions  changent  simultanément  de 
valeurs  et  déformes,  leurs  variations  se  réduisent  à  de  nouvelles  quantités 
et  à  de  nouvelles  fonctions  dont  les  rapports  sont  égaux  aux  limites  des 
rapports  entre  les  accroissements  infiniment  petits  et  correspondants  des 
quantités  et  des  fonctions  proposées. 

Ces  définitions,  que  j'ai  données  dans  le  Mémoire  sur  les  méthodes 
analytiques^  mettent  en  évidence  l'analogie  qui  existe  entre  le  calcul 
difTérentiel  et  le  calcul  des  variations.  Lorsque  les  formes  des  fonctions 
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proposées  ne  varient  pas,  les  variations  des  diverses  quantités  que  l'on 
considère  se  réduisent  simplement  à  leurs  différentielles. 

Pour  étendre  les  définitions  précédentes  au  cas  où  les  variables 
deviendraient  imaginaires,  il  suffirait  d'y  remplacer  le  mot  quantité 
par  ceux-ci  expressions  imaginaires,  attendu  qu'alors  les  variations 
elles-mêmes  cesseraient  généralement  d'être  réelles. 

Nous  indiquerons,  suivant  l'usage,  les  accroissements  simultanés, 
finis  ou  infiniment  petits,  des  variables  ou  fonctions  proposées,  k  l'aide 
de  la  caractéristique  A,  et  leurs  variations  à  l'aide  de  la  caractéris- 
tique §.  En  conséquence,  si  Ton  nomme 

X,    y,     z,      ...,     u,     V,     w,     ... 

ces  variables  ou  fonctions,  leurs  accroissements  simultanés,  finis  ou 
infiniment  petits,  seront 

A^,     A/,     As,     ...,     A«,     A(',     Air,      ..., 

tandis  que  les  notations 

èx,     èy,     àz,      ...,     ou,     èi\     diV, 

représenteront  leurs  variations,  c'est-à-dire  des  variables  ou  des  fonc- 
tions nouvelles  dont  les  rapports  seront  égaux  aux  limites  des  rapports 
entre  les  accroissements  infiniment  petits 

Ax,     Ay,     As,     ...,     Au,     Ap,     Aw,     .... 

On  peut  concevoir  que  les  accroissements  infiniment  petits 

Ax,     Ay.     As,      ...,     Au,     Av,     Aw,     ..., 

des  variables  ou  fonctions  proposées 

X,-  y,     z,      ..  .,     u,     i',     w,      ..., 

correspondent  à  l'accroissement  infiniment  petit  Al  d'une  seule  variable 
indépendante  /,  comprise  ou  non  comprise  parmi  les  variables  données, 
et  qui  sera  censée,  si  l'on  veut,  représenter  le  temps.  Gela  posé, 
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soit  s  une  variable  ou  fonction  distincte  de  /.  En  vertu  des  définitions 
adoptées,  le  rapport  entre  les  variations  os,  ^t  sera  la  limite  du  rap- 
port entre  les  accroissements  infiniment  petits  As,  Al,  en  sorte  qu'on 
aura  '     * 

et,  par  suite. 

As 
os  =  et  lim-r-- 

Il  importe  d'observer  que  les  variations  de  plusieurs  quantités  ne  se 
trouvent  pas  complètement  déterminées  par  la  définition  que  nous  en 
avons  donnée.  Cette  définition,  lors  même  que  toutes  les  quantités 
proposées  se  réduisent  à  des  fonctions  d'une  seule  variable  indépen- 
dante, fournit  seulement  le  rapport  entre  la  variation  ^s  d'une  variable 
ou  fonction  quelconque  s,  et  la  variation  ^t  de  la  variable  indépen- 
dante t.  Mais  cette  dernière  variation  ot  demeure  entièrement  arbi- 
traire. ^ 

Lorsque  l'on  compare,  comme  on  vient  de  le  faire,  les  variations  de 
toutes  les  variables  ou  fonctions  proposées  à  la  variation  d'une  seule 
variable  indépendante  /,  un  moyen  de  simplifier  les  calculs  est  de 
réduire  cette  variation  qui  reste  arbitraire  à  l'unité.  Ajoutons  que,  si 
l'on  pose 

At  =  L, 

rien  n'empêchera  de  considérer  l'accroissement  i  de  la  variable  indé- 
pendante t  comme  une  nouvelle  variable  indépendante.  C'est  ce  que 
nous  ferons  désormais,  en  sorte  que  l'accroissement  i  sera  supposé 
indépendant  de  la  variable  /  et  de  toutes  les  autres.  D'ailleurs,  pour 
abréger  le  discours,  nous  désignerons  la  variable  indépendante  /,  de 
laquelle  les  valeurs  des  autres  variables  ainsi  que  les  formes  des 
diverses  fonctions  seront  censées  dépendre,  et  dont  la  variation  sera 
réduite  à  l'unité,  sous  le  nom  de  variable  primitive.  Cela  posé, /a  varia- 
tion d'une  variable  quelconque  s  ne  sera  autre  chose  que  la  limite  du  rap- 
port entre  les  accroissements  infiniment  petits  As  et  i  de  cette  variable  et  de 
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la  variable primilive.  Effectivement,  de  l'équation 

jointe  aux  formules  • 

on  tirera  immédiatement 

(i)  Ô5  =  Iim 


i 


Concevons,  maintenant,  que  la   quantité  s  dépende  de  plusieurs 
variables  ou  fonctions 

^,     y,     s,      ...,     u,     V,     w,      

On  pourra  partager  ces  variables  ou  fonctions  en  divers  groupes  ou 
systèmes,  et  chercher  l'accroissement  que  s  reçoit  quand  on  attribue 
des  accroissements  infiniment  petits 

à.x,    A/,    Az,     .,.,     A«,    Ac,    Aw,     ... 
à  toutes  les  variables 

œ,     y,     5,      ...,     M,     (',     w,      ..., 

OU  seulement  aux  variables  comprises  dans  le  premier  groupe,  dans  le 
second,  dans  le  troisième,....  En  opérant  ainsi,  on  obtiendra,  dans  le 
premier  cas,  V accroissement  total  ([q  s  (\\\.q  nous  continuerons  à  expri- 
mer par  la  notation 

et,  dans  le  second  cas,  un  accroissement  partiel  à^  s,  qui  correspondra 
au  changement  de  valeur  ou  de  forme  des  variables  ou  fonctions 
comprises  dans  un  seul  groupe,  et  qui  sera  représenté  par  l'une  dos 

notations 

^^5    K^^    K,^^    '■■■ 

A  l'accroissement  total  A^  correspondra  la  variation  totale  os  déter- 
minée par  la  formule  (i);  et  de  même,  aux  accroissements  par- 
tiels 

A,5,     A,,^,     A,„5,     ... 
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correspondront  des  variations  partielles 

^/^'    ^„s^    ^„/*'-     •••, 
déterminées  par  des  équations  de  la  forme 

(2)  .  (5,5=  Iim-^ — 

Si  la  quantité  s  était  une  fonction  de 

^^   y,    ^•.    ■■■,    u,    i',    "^    ..., 

qui  pût  changer  de  forme,  alors,  dans  la  recherche  de  l'accroissement 
total  A^  et  de  la  variation  totale  os,  il  faudrait  tenir  compte  du  change- 
ment de  forme  dont  il  s'agit.  En  ayant  égard  seulement  à  ce  change- 
ment de  forme,  et  laissant  d'ailleurs  invariables  les  quantités 

on  obtiendrait  non  plus  la  variation  totale  des,  mais  une  variation 
partielle  qui  devrait  naturellement  s'appeler  la  variation  propre  de  la 
fonction  s. 

Pareillement,  si  des  fonctions  de  diverses  variables  x,  y,  z,...  sont 
représentées  par  u,v,w,...  et  peuvent  changer  de  forme,  les  varia- 
tions propres  àe  ces  fonctions  ne  seront  autre  chose  que  leurs  varia- 
tions partielles  correspondantes,  non  pas  au  changement  de  valeur 
d'une  ou  de  plusieurs  variables,  mais  seulement  au  changement  de 
forme  dont  il  s'agit. 

Lorsque,  dans  un  calcul,  diverses  variables  seront  fonctions  les  unes 
des  autres,  nous  appellerons  variables  simples  ou  du  premier  ordre 
celles  dont  toutes  les  autres  seront  des  fonctions.  Nous  appellerons, 
au  contraire,  variables  du  second  ordre  celles  qui  s'exprimeront  en 
fonction  des  variables  du  premier  ordre,  variables  du  troisième  ordre 
celles  qui  s'exprimeront  en  fonction  des  variables  du  second  ordre,  et 
ainsi  de  suite.  Cela  posé,  il  est  clair  que  les  variations  propres 
des  variables  simples  se  confondront  toujours  avec  leurs  variations 
totales. 
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Lorsqu'une  fonction  s  dépendra  de  variables  de  divers  ordres, 
représentées  chacune  par  une  fonction  qui  pourra  changer  de  forme, 
nous  désignerons  à  l'aide  de  la  caractéristique  Jl,  et  par  la  notation 

ou  la  variation  propre  de  la  quantité  s,  si  cette  quantité,  considérée 
comme  fonction  des  autres  variables,  peut  elle-même  changer  de 
forme;  ou,  dans  le  cas  contraire,  la  variation  partielle  de  s  corres- 
pondante aux  variations  propres  de  quelques-unes  des  autres  varia- 
bles, savoir,  de  celles  qui  seront  de  l'ordre  le  plus  élevé.  Si  l'on  dé- 
signe par 

a;,     y,     z,      ...,     u,     V,     w,      ... 

les  variables  de  divers  ordres,  desquelles  dépendra  la  quantité  s,  les 
variations  propres  de  ces  variables  seront  elles-mêmes  représentées,  à 
l'aide  de  la  caractéristique  </[,  par  les  notations 

<n^\     ^,y,     <P^z,     ...,     /lu,     S[V.     é[w,     ...; 

et,  si  la  variable  x  se  réduit  à  une  variable  simple,  on  aura  identi- 
quement 

Concevons  à  présent   que,   la  quantité  s   étant  une  quantité  qui 
dépende  de  plusieurs  variables  et  de  plusieurs  fonctions,  on  nomme 

àG^?,  accroissements  partiels  de^,  dont  chacun  corresponde  aux  accrois- 
sements infiniment  petits  que  reçoivent  quelques-unes  de  ces 
fonctions,  lorsqu'on  change  infiniment  peu  leur  forme  sans  changer 
la  valeur  des    variables  qu'elles    renferment.    Aux   accroissements 

partiels 

A,,î,     A,.v,     \,s,      ... 

correspondront  encore  des  variations  partielles  de  s,  qui  pourront 
encore  être  représentées  par 

a,  .s,     d„s,     d„,s,      ... 
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et  qui  se  trouveront  encore  déternriinées  par  des  formules  semblables 
à  l'équation  (2). 

Après  avoir  partagé  en  plusieurs  groupes  les  variables  ou  fonctions 
desquelles  dépend  la  quantité  ^,  on  peut  calculer  non  seulement  ses 
accroissements  partiels  du  premier  ordre 

A,  s,     A„.ç,     A,„5,     ..., 

correspondants  au  changement  de  valeur  des  variables  ou  au  change- 
ment de  forme  des  fonctions  comprises  dans  les  divers  groupes,  mais 
encore  ses  accroissements  partiels  du  second  ordre,  par  exemple, 

A,A„s,     A,A,„5,      ...,     A„A,„,y,      ...; 

ses  accroissements  partiels  du  troisième  ordre ^  par  exemple, 

A,A„A,,5,     ..., 

etc.  A  ces  accroissements  partiels  des  divers  ordres  correspondront 
des  variations  partielles  des  divers  ordres.  Ainsi,  en  particulier, 
outre  les  variations  partielles  du  premier  ordre  représentées  par  les 

notations 

è,s,     à„s,     S,„s,      .  .  . , 

on  pourra  obtenir  des  variations  partielles  du  second  ordre  représentées 
par  les  notations 

Ô,  Ô„5,      Ô/Ô,„5,       .  .  .,      à„d,„s,       .  .  . , 

des  variations  partielles  du  troisième  ordre  représentées  par  les  nota- 
tions 

è,è„dmS,      .... 

Il  y  a  plus,  outre  les  accroissements  et  variations  de  divers  ordres  que 
produisent  plusieurs  opérations  successivement  effectuées,  mais  dis- 
semblables entre  elles,  on  pourra  considérer  des  accroissements 
totaux  ou  partiels,  et  des  variations  totales  ou  partielles,  qui  seraient 
les  résultats  d'opérations  dont  plusieurs  seraient  semblables  les  unes 
aux  autres.  Tels  seraient,  par  exemple,  les  accroissements  totaux  ou 
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partiels  exprimés  par  les  notations 

AA5,     AAA5,     AAAA.Ç,     ..., 
A,A,5,     A,A,A,.f,     ...,     A„A„A,.î,     ..-., 

et  les  variations  totales  ou  partielles  exprimées  par  les  notations 

èds,     doos,     èoods,      .  .    ,  .    , 

ô,ô,5,     o,è,è,s,     §„à„è,s,      .... 

Pour  plus  de  commodité,  on  est  convenu  d'écrire 

A^     AS     ...,     au  lieu  de      AA,       AAA,      ...; 

Ar,     Af,     ...,     au  lieu  de     A, A,,     A,A,A,,     ...; 

et  pareillement 

è- ,     o\      ...,     au  lieu  de     0^0^^     ^,^,^,y     •••) 
comme  si  les  notations 

AA,     AAA,     ...,     A,A„     A,A,A„     ..., 

0,  OÛO,  .  .  .  ,         0^0,,  0/0/^/5 

représentaient  de  véritables  produits.  Eu  égard  à  cette  convention, 
les  variations  totales  des  divers  ordres  de  la  fonction  s  se  trouvent 
représentées  par  les  notations 

es,     (5^5,     ô'^s 

tandis  que  les  variations  partielles 

ô,ô>,     «5,ô,ô,5,     ...,.    è„d„d„     ... 

se  trouvent  représentées  par  les  notations 

d}.s,     dfs,      ...,     èf,d,s,      .... 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  ferons  remarquer  la  connexion 
intime  qui  existe,  en  vertu  des  principes  mêmes  que  nous  avons 
établis,  entre  le  calcul  des  variations  et  le  calcul  différentiel. 

Nous  avons  déjà  observé  que  les  variations  totales  de  quantités 
variables  peuvent  être  censées  se  réduire  à  leurs  différentielles,  dans 
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le  cas  où  les  fonctions  comprises  parmi  ces  quantités  ne  changent  pas 
déforme. 

J'ajoute  que,  dans  tous  les  cas,  les  variations  totales  des  quantités 
que  l'on  considère  peuvent  être  regardées  comme  des  dérivées  ou 
des  différentielles  prises  par  rapport  à  la  variable  primitive  t,  dont 
l'accroissement  A^  est  censé  déterminer  les  changements  de  valeur  ou 
de  forme  des  variables,  ou  des  fonctions  proposées.  En  effet,  s  étant 
l'une  quelconque  de  ces  variables  ou  fonctions,  nommons,  comme  ci- 
dessus, 

A5 

l'accroissement  total  de  s  correspondant  à  l'accroissement  t  =  A^  de  la 
variable  primitive  /;  et  posons,  pour  abréger, 

Les  deux  quantités 

,9,       .S 

pourront  être  considérées  comme  représentant  les  deux  valeurs  parti- 
culières que  prendra  une  certaine  fonction  s  de  la  variable  t,  pour  une 
valeur  donnée  de  cette  variable,  et  pour  la  môme  valeur  augmentée 
de  '-  =  A/.  Par  suite,  la  limite  vers  laquelle  convergera  le  rapport 

A.v 
—  > 

tandis  que  11  s'approchera  indéfiniment  de  la  limite  zéro,  ne  sera  autre 
chose  que  la  valeur  particulière  de  la  dérivée 

D,S, 

correspondante  à  la  valeur  donnée  do  t.  Donc,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (i),  la  variation  totale  os  se  confondra  simplement  avec  la 
dérivée 

ou  plutôt  avec  la  valeur  qu'acquerra  cette  dérivée  pour  une  valeur  par- 
ticulière de  t. 

D'ailleurs,  t  étant,  par  hypothèse,  la  variable  primitive,  la  difîé- 
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rentielle  û?/ se  réduira  simplement  à  l'unité;  en  sorte  que  la  fonction 
dérivée 

ne  différera  pas  de  la  différentielle  partielle 

prise  par  rapport  à  t. 

Il  est  juste  d'observer  que,  dans  la  vingt-deuxième  Leçon  du  Calcul 
des  fonctions,  Lagrange  avait  déjà  regardé  les  variations  de  quantités 
variables  comme  représentant  des  dérivées  prises  par  rapport  à 
une  nouvelle  variable,  distincte  de  toutes  celles  que  l'on  considérait 
d'abord. 

II.  —  Sur  la  continuité  des  fonctions  et  de  leurs  variations.  Propriétés 
générales  des  variations  de  plusieurs  tariables  ou  fonctions  liées 
entre  elles  par  des  équations  connues. 

Supposer,  comme  on  le  fait  dans  le  calcul  des  variations,  qu'à  des 
accroissements  infiniment  petits  des  variables  correspondent  des 
accroissements  infiniment  petits  des  fonctions,  c'est  supposer  implici- 
tement que  les  fonctions  restent  continues.  On  ne  doit  donc  pas  être 
étonné  de  rencontrer,  dans  le  calcul  des  variations,  des  définitions,  des 
formules  et  des  théorèmes  qui  cessent  d'être  applicables  ou  d'offrir  un 
sens  précis  et  déterminé,  quand  les  fonctions  devie'nnent  discontinues. 
On  ne  doit  pas  être  étonné  de  voir,  dans  des  cas  semblables,  la  for- 
mule (i)  du  §  I  fournir,  pour  la  variation  h,  une  valeur  infinie  ou 
même  indéterminée. 

Sans  perdre  de  vue  ces  observations,  nous  allons  maintenant  faire 
voir  avec  quelle  facilité  on  peut,  des  principes  établis  dans  le  pre- 
mier paragraphe,  déduire  les  propriétés  générales  des  variations 
de  plusieurs  variables  ou  fonctions  liées  entre  elles  par  des  relations 
connues. 

Soit  ^  une  variable  ou  fonction  quelconque  ;  soient  encore 

A.Ç     et     t 
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les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés  de  la  variable  ou 
fonction  s,  et  de  la  variable  primitive,  dont  la  variation  est  l'unité.  La 
variation  de  s  ou  os  sera,  comme  on  l'a  vu  dans  le  §  I,  déterminée  par 
la  formule 

(')  05  =  lini— • 

Gela  posé,  concevons  d'abord  que  la  variable  ou  fonction  s  soit  la 
somme  de  plusieurs  autres  variables  ou  fonctions 

en  sorte  qu'on  ait 

(  2  )  '  S  =  a  -{-  i'  -}-  w  -\- 

Quand  on  attribuera  aux  variables  ou  fonctions 

w,     ^',     w,     . . . 
les  accroissements  infiniment  petits 

Am,     Ap,     A(v,     ,.., 

s  croîtra  évidemment  d'une  quantité  représentée  par  la  somme  de  ces 
accroissements.  On  aura  donc 

A.y  =:  Al/  +  Ap  +  àw  -H ...  ; 

puis,  en  divisant  par  i  chaque  membre  de  la  dernière  équation,  et 
faisant  ensuite  converger  i  vers  la  limite  zéro,  on  trouvera  non  seu- 
lement 

Av        lu        Ac         Aw 

—  — 1 -H h..., 

t  t  t  t  ' 

mais  encore,  eu  égard  à  la  formule  (i), 

i"^)  es  z=  du -h  ôv -{- $\v  +  .    ,. 

En  d'autres  termes, l'équation 

(4)  A(«  4-  t^  -+-(«'-+-.,.)  rz  Aw  -I-  Ar  -h  At^-  4-. , . 
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entraînera  la  formule 

(5)  d{u  -\-  Ç  -\-  W  +  .  .  .)  =:  du  +  Ô\'  -h  ôw  -{-  .  .  .. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème  l.   —  La  variation  de  la  somme  de  plusieurs  Jonctions  ou 
variables  se  réduit  à  la  somme  de  leurs  variations . 

Corollaire.  —  Si  l'on  suppose  les  fonctions  u,  (^,...  réduites  à  deux 
seulement,  la  formule  (5)  deviendra 

à  {u  -{-%>)  —  au  -^èv. 

Or  il  résulte  de  cette  dernière  formule  que,  si  une  fonction  donnée  u 
reçoit  un  accroissement  quelconque  v,  l'accroissement  correspondant 
de  la  variation  ou  sera  représenté  par  ^v.  En  d'autres  termes,  Caccrois- 
sement  de  la  variation  sera  la  variation  de  l'accroissement. 

Supposons  maintenant  que  deux  variables  ou  fonctions  r,  s  soient 
liées  entre  elles  par  l'équation 

(6)  sri^ar^ 

a  désignant  une  quantité  constante.  Quand  on  fera  croître  r  de  dr,  le 
produit  ar  croîtra  d'une  quantité  représentée  par  le  produit  û^Ar.  Donc, 
en  nommant  Ar,  A^  les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés 
des  variables  ou  fonctions  r,  s,  on  aura 

as  =  a  Ar. 

En  divisant  par  i  chaque  membre  de  la  dernière  équation,  et  faisant 
ensuite  converger  i  vers  la  limite  zéro,  on  trouvera  non  seulement 

A^ A/' 

mais  encore,  eu  égard  à  la  formule  (i), 

(7)  ds  =  adr. 
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En  d'autres  termes,  l'équation 

(8)  A(a/-)  =  aA/- 
entraînera  la  formule 

(9)  è{ar)  =  adr. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème  IL  —  Lorsqu'on  multiplie  une  fonction  par  un  coefficient 
constant^  la  variation  de  cette  fonction  se  trouve  à  son  tour  multipliée 
par  ce  même  coefficient. 

Supposons  encore  la  fonction  s  liée  à  d'autres  fonctions  w,  v,  w,  . . 
par  une  équation  linéaire,  de  sorte  qu'on  ait 

(10)  s  ^=z  au -\- bi> -\- cw -ir .  . .  ^ 

a,  b,c,...  désignant  des  coefficients  constants;  alors,  en  raisonnant 
toujours  de  la  même  manière,  on  obtiendra  la  formule 

(11)  as  ■=:  a  au  +  b  ov  -\-  c  èw  -h .  .  . , 

qui  entraînera  la  suivante 

(12)  è{u  -\-  V  -\-  w  -\- .  .  .)  =■  a  ou  +  h  ûv  -\-  cow  -+-..., 

et  qui  peut  se  déduire  directement  des  équations  (5)  et  (9). 

Supposons  enfin  que  deux  variables  ou  fonctions  r,  s  soient  liées 
entre  elles  par  la  formule 

('3)  5=f(r), 

f(r)  étant  une  fonction  déterminée  de  r;  et  représentons  par  D^j  la 
dérivée  de  s  prise  par  rapport  à  r.  On  aura 

^ 
(14)  I)„v=lim^. 

D'ailleurs  l'équation  identique 

A5  =  -—  A/- 
Ir 

OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  XIII.  lO 
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entrainera  la  suivante 

A^  _  As  A/- 

t.    ~  Ar    t   ' 

de  laquelle  on  conclura,  en  faisant  converger  i  vers  la  limite  zéro,  et 
ayant  égard  à  la  formule  (i4)» 

(i5)  os  =  \)rSnr. 

En  d'autres  termes,  on  aura 

(i6)  df{r)  =  l),f{r)or. 

Les  théorèmes  et  les  formules  que  nous  venons  d'établir  subsistent 
évidemment  dans  le  cas  où  l'on  se  bornerait  à  changer  les  valeurs  ou 
les  formes  de  quelques  variables  ou  de  quelques  fonctions,  et  où  l'on 
remplacerait  en  conséquence  les  accroissements  totaux  et  les  variations 
totales  par  des  accroissements,  partiels  et  des  variations  partielles. 
Ainsi,  en  particulier,  les  formules  (4),  (8)  continueront  de  subsister, 
si  l'on  y  remplace  la  caractéristique  A,  qui  indique  l'accroissement 
total  d'une  fonction,  par  l'une  des  caractéristiques 

^r      \>      \n       •••; 

employées  pour  indiquer  des  accroissements  partiels  relatifs  au 
changement  de  valeur  ou  de  forme  de  diverses  variables  ou  fonctions, 
ou  même  des  variables  ou  fonctions  comprises  dans  divers  groupes. 
'Pareillement,  les  formules  (5"),  (9),  (12)  continueront  de  subsister, 
si  l'on  y  remplace  la  caractéristique  S,  qui  indique  la  variation  totale 
d'une  fonction,  par  l'une  des  caractéristiques 

0,)        O;/.        ^,/î         •••> 

employées  pour  indiquer  les  variations  partielles. 

Si  les  variations  partielles  que  l'on  considère  se  réduisent  à  des 
variations  propres  ;  alors  à  la  caractéristique  <5  on  devra  substituer,  non 
plus  une  des  caractéristiques  S  ,  S^,  §^,, . . . ,  mais  la  caractéristique  cf[; 
et  en  conséquence,  à  la  place  des  formules  (5),  (9),  (12),  on  obtien- 
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(Ira  les  suivantes  : 

(17)  Jl{u  -h  i'  +  w  +  .  .  .)  =  Jlu  -h  cfH'  -h  <l\w  H- 

(18)  ,fi{ar)  —  a<P,r, 

(19)  ^i{au  -\-  hv  -h  cw  -\- .  .  .)  z=z  acfiu  -\-  b  Ji^v  -\-  c cfiw  -\-  .  .  . . 

Ajoutons  qu'en  vertu  de  la  convention  établie  dans  le  §  I  (pages  G5 
et  66),  on  pourra  remplacer  à  la  fois,  dans  les  deux  membres  de  la 
formule  (16),  la  caractéristique  §  par  la  caractéristique  J\,.  On  trou- 
vera ainsi,  pourvu  que  f  (r)  ne  cesse  pas  de  représenter  une  fonction 
déterminée  de  r, 

(20)  '  ^tf(r)  =  l),f(/-)^/-. 

L'équation  (i),  de  laquelle  nous  avons  déduit  les  formules  (5), 
(9),  (12),  (16),  . . . ,  entraîne  encore  une  multitude  d'autres  consé- 
quences dignes  de  remarque,  et  en  particulier  celles  que  nous  allons 
indiquer. 

Supposons  que  la  fonction  s  et  sa  variation  ts  restent  continues  par 
rapport  aux  variables  dont  elles  dépendent  dans  le  voisinage  du  sys- 
tème de  valeurs  particulières  attribuées  à  ces  mêmes  variables.  Con- 
cevons d'ailleurs  que  l'on  fasse  coïncider  la  variable  primitive,  dont 
l'accroissement  est  représenté  par  i,  et  dont  la  variation  est  réduite  à 
l'unité,  avec  l'une  des  variables  données,  ou  avec  une  variable  nouvelle 
dont  toutes  les  autres  soient  des  fonctions  continues.  Non  seulement 
la  variation  os  sera  la  limite  de  laquelle  s'approchera  indéfiniment  le 

rapport  — >  tandis  que  i  s'approchera  indéfiniment  de  la  limite  zéro; 

mais,  de  plus,  pour  de  très  petits  modules  de  t,  ce  rapport  différera 
très  peu  de  sa  limite,  en  sorte  qu'on  pourra  énoncer  la  proposition 
suivante. 

Théorème  III.  —  Si  une  fonction  s  et  sa  variation  ^s  restent  continues,  par 
rapport  aux  variables  dont  elles  dépendent,  dans  le  imisinage  du  système 
de  valeurs  attribuées  à  ces  variables;  si  d'ailleurs  on  fait  coïncider  la 
iiariable  primitive,  ou  avec  Tune  de  ces  variables,  ou  avec  une  variable 
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nouvelle  dont  toutes  les  autres  soient  fonctions  continues  ;  alors,  pour  des 
valeurs  infiniment  petites  attribuées  à  V accroissement  i  de  la  variable 

primitive,  la  différence  entre  le  rapport  — et  la  variation  os  sera  infiniment 
petite. 

Corollaire I.  —  Le  théorème  III  s'étend  au  cas  même  où  l'accroissement 
total  A^  et  la  variation  totale  os  seraient  remplacés  par  un  accroisse- 
ment partiel 

A^^,     ou     ^„s,     ou     A,„5,      ... 

et  par  la  variation  correspondante 

^,S,       ou       0^.9,       OU       Ô,„5,        

Corollaire  IL  —  Concevons  à  présent  que  les  variables  et  fonctions 
diverses,  desquelles  dépend  la  fonction  s,  soient  partagées  en  deux 
groupes.  Indiquons  à  l'aide  de  la  caractéristique  A  l'accroissement 
total  de  la  fonction  s  ou  d'une  fonction  de  même  nature,  et  à  l'aide  des 
caractéristiques  à!'  où  A,,  les  accroissements  partiels  de  la  même  fonction 
correspondants  à  des  changements  infiniment  petits  de  valeur  ou  de 
forme  des  variables  ou  fonctions  comprises  dans  un  seul  groupe.  Soit, 
en  conséquence,  ;A  .y  ou  A,,^  l'accroissement  infiniment  petit  de  s  qui 
correspond  à  des  changements  de  valeur  ou  de  forme  des  variables  ou 
fonctions  comprises  dans  le  premier  ou  dans  le  second  groupe.  Soit, 
au  contraire,  A^  l'accroissement  total  de  s.  Enfin,  posons 

(21)  5,  =  5+A,5        et        s,—s,-\-^^,s,. 

s^^  sera  évidemment  ce  que  devient  s  quand  on  change  à  la  fois  les 
valeurs  de  toutes  les  variables  et  les  formes  de  toutes  les  fonctions.  On 

aura  donc 

s,,  =  .s  H-  A.ç. 

D'ailleurs  on  tirera  des  formes  (21) 

(22)  s„  =  s,-+■^„s,z=s,+■^^s  +  ^,,s„ 

par  conséquent 
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et,  comme  la  formule  (22)  donnera 

As  —  s„  —  s, 
on  trouvera  définitivement 

(■.^3)  A5  =  A,.ç  +  A„.v 

En  divisant  par  i  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation,  on 

aura 

As       As       As 

(  (  ( 

Soient  maintenant 

ô,^,     d„s 

les  variations  partielles  de  la  fonction  s  correspondantes  aux  accrois- 
sements partiels 

As      As: 
et  supposons  que 

soient  des  fonctions  continues  des  diverses  variables,  dans  le  voisinage 
du  système  des  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes.  Alors,  pour 
des  valeurs  infiniment  petites  de  i,  en  vertu  du  corollaire  I,  le  rap- 
port—^  différera  infiniment  peu  de  0,5,  et  le  rapport  -^  de  0^/, . 
Mais,  d'autre  part,  à  l'accroissement  infiniment  petit 

•V,  —  5  =:  A,  5 

de  la  fonction  s  correspondra  l'accroissement 

de  la  variation  0^/,  et  ce  dernier  accroissement  sera  encore  infiniment 
petit,  puis  Zj  sera,  par  hypothèse,  fonction  continue  des  diverses 
variables.  Donc  S,, 5,  différera  infiniment  peu  de  '^^s\  et,  par  suite,  le 

A  ç     .  .  .        . 

rapport  -^^  difierera  infiniment  peu  non  seulement  de  0,/,,  mais  aussi 

de  'rtj.  Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  si  Ton  fait  converger  i  vers  la 

limite  zéro,  les  rapports 

A, s       A,,  s. 
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convergeront  respectivement  vers  les  limites 

à,  s,     d,,s; 

et,  par  suite,  la  formule 

A.ç A,  s       A„.ç, 

i  i  t 

entraînera  celle-ci 

os  =:z  Ô^S  -{-  d„S. 

En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème  IV.  —  Soit  s  une  fonction  dépendante  de  variables  et  fonctions 
diverses  que  nous  supposerons  partagées  en  deux  groupes.  Soient,  de  plus. 


la  variation  partielle  de  s  correspondante  au  changement  de  valeur  ou  de 
Jorme  des  variables  ou  des  fonctions  comprises  dans  le  premier  groupe; 

la  variation  partielle  de  s,  correspondante  au  changement  de  valeur  ou 
de  forme  des  variables  ou  des  fonctions  comprises  dans  le  second 
groupe;  et  Zs  la  variation  totale  de  s.  Si  la  fonction  s  et  ses  variations 

partielles 

o.s,     d„s 

restent  fonctions  continues  des  diverses  variables,  dans  le  voisinage  du 
système  des  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes,  la  variation  totale  ^s 
sera  la  somme  des  variations  partielles ,  en  sorte  quon  aura 

(24)  ÛS-=0,S  -^  Û,,S. 

Corollaire.  —  Concevons  maintenant  que  les  variables  et  fonctions 
diverses  desquelles  dépend  la  fonction  s  soient  partagées  en  trois 
groupes,  et  nommons 

ô,^,   a„5,   d„,s 

les  variations  partielles  de  s  correspondantes  à  ces  trois  groupes.  Sup- 
posons d'ailleurs  que  la  fonction  s  et  ces  trois  variations  partielles 
restent  fonctions  continues  des  diverses  variables  dans  le  voisinage 
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du  système  des  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes.  Si  l'on  consi- 
dère les  deux  derniers  groupes  comme  n'en  formant  plus  qu'un  seul  ; 
la  variation  partielle  de  s,  correspondante  à  ce  nouveau  groupe,  sera, 
en  vertu  du  théorème  précédent,  représentée  par  la  somme 

et,  en  vertu  du  même  théorème,  il  suffira  d'ajouter  cette  somme  à  0,5 
pour  obtenir  la  variation  totale  de  s,  ou  os.  On  aura  donc 

ds  =  6,  s  -h  (5,^5  -f-  o,„5. 

Par  des  raisonnements  semblables  on  passera  aisément  du  cas  où  les 
variables  ou  fonctions  sont  partagées  en  trois  groupes,  au  cas  où  elles 
sont  partagées  en  quatre  groupes,  etc.  ;  et,  continuant  ainsi,  on  établira 
généralement  la  proposition  suivante. 

TdiiORÈME  V.  —  Soit  s  une  fonction  dépendante  de  variables  et  fonc- 
tions diverses  que  nous  supposerons  partagées  en  divers  groupes.  Soient^  de 

plus., 

0,'S    â,,-v,    o„,-y,     ... 

les  variations  partielles  de  s  correspondantes  au  premier,  au  second^  au 
troisième.,  etc.  groupe.  Enfin,  supposons  que  la  fonction  s  et  chacune  de 
ces  variations  restent  fonctions  continues  des  diverses  variables  dans  le 
voisinage  du  système  de  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes.  La 
variation  totale  os  de  la  fonction  s  sera  la  somme  des  variations  par- 
tielles o^s,  o^^s,  o^^s,  . .  .\  en  sorte  quon  aura 

(  25 )  Ô5  =  ô, 5  -h  ô„ .V  -r  (î„^.v  + .  . . . 

Corollaire  I.  —  Au  lieu  de  déduire  le  cinquii'me  théorème  du  précé- 
dent, on  pourrait  l'établir  directement  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes. Les  variables  et  fonctions  diverses  desquelles  dépend  la 
fonction  s  étant,  comme  on  vient  de  le  dire,  partagées  en  divers 
groupes;  désignons  à  l'aide  des  caractéristiques 

A,.     A„.     A  ,     ... 
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les  accroissements  partiels  de  la  fonction  s  ou  d'une  fonction  de  même 
nature,  qui  correspondent  à  des  changements  de  valeur  ou  de  forme 
des  variables  ou  des  fonctions  comprises  dans  le  premier,  le  second,  le 
troisième,  etc.  groupe.  Si  l'on  pose  successivement 


(26) 


s,—s+  A,  s, 
5„  ==  5,  4- A„  5„ 


le  dernier  terme  de  la  suite 

*/'       -^ff»       ^mi 

sera  évidemment  ce  que  devient  s  en  vertu  des  changements  de  valeur 
de  toutes  les  variables  et  des  changements  de  forme  de  toutes  les 
fonctions  données.  Donc  ce  dernier  terme  sera  la  valeur  de  ^  -+-  A^,. 
c'est-k-dire  la  fonction  s  augmentée  de  son  accroissement  total  As. 
D'autre  part,  on  tirera  successivement  des  formules  (26), 


—  s  -h  A,.ç, 

=  5  +  A,5-hA„.ç„ 

=  5+  A,.ç  +  A,,5,+ A,„5,, 


Donc  le  dernier  terme  de  la  suite 

■5/1       ^,,1       ^mi       •  •  ' 

sera  encore  équivalent  à  la  fonction  s  augmentée  de  la  somme  des 
termes  de  la  suite 

^^,      K^n      K-^in      '■■' 

Donc  cette  somme  sera  précisément   la  valeur  de   l'accroissement 
total  A^,  et  l'on  aura 

(27)  A5  =  A,5  4-A,5,+  A,„.ç„-f-...; 

puis  on  en  conclura 

(=8)  ^'  =  ^  +  ^  +  ^^  + 

^  '  l  l  t  l 
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Si  maintenant  on  attribue  à  i  une  valeur  infiniment  petite,  et  si  l'on 
suppose  que  les  fonctions 

.y,     0,5,     d„s,     d,„s,      ... 

restent  fonctions  continues  des  diverses  variables  dans  le  voisinage 
du  système  de  valeurs  attribuées  à  ces  variables;  on  reconnaîtra  que 

les  rapports 

A,.v       A„.ç,       A,„5„ 
t  t  t 

diffèrent  infiniment  peu,  le  premier  de  B^s;  le  second  de  ^^^s^,  et  par 
suite  de  S,^^;  le  troisième  de  ^„,s^^,  et  par  suite  de  o^j^,  ou  même  de 
B  s, Donc,  en  faisant  convera^er  i  vers  la  limite  zéro,  on  verra  les 

rapports 

A,  5       A„.9,       A,„5„ 
II'. 

converger  respectivement  vers  les  limites 

ô,^»      ^,t^y      ^m^y      •••> 

et  la  formule  (28)  entraînera  l'équation  (25). 

III.  —  Formules  générales,  propres  à  fournir  les  variations  des  fonctions 
d'une  ou  de  plusieurs  variables. 

Les  principes  établis  dans  le  paragraphe  précédent  fournissent 
immédiatement  les  diverses  formules  générales  à  l'aide  desquelles  on 
peut  déterminer  les  variations  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 
variables.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Considérons  d'abord  une  fonction  s  d'une  seule  variable  x.  Si  la 
forme  de  cette  fonction  est  complètement  déterminée,  et  si  s  se  trouve 
immédiatement  exprimée  en  fonction  de  x^  la  variation  os  pourra  être 
déterminée  à  l'aide  de  l'équation  (i5)  du  paragraphe  précédent,  de 
laquelle  on  tirera 

(1)  es  =  'DxSèjc. 

OEuvres  de  C.   —  S.  M,  t.  Mil.  1  I 
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Alors  aussi  on  pourra  considérer  les  variations 


ûs. 


comme  représentant  de  simples  différentielles 

ds^     dx; 

de  sorte  que  la  formule  (i)  se  confondra  en  réalité  avec  l'équation 

(  2  )  ds  =1  Da;5  dx. 

Corollaire  I.  —  Si  la  forme  de  la  fonction  5  cesse  d'être- complètement 
déterminée,  alors,  en  vertu  du  théorème  IV  du  §  II,  la  variation  totale 
de  s  sera  la  somme  de  ses  deux  variations  partielles  correspondantes, 
l'une  au  changement  de  valeur  de  la  variahlea?,  l'autre  au  changement 
de  forme  de  s  considéré  comme  fonction  de  x.  D'ailleurs  de  ces  deux 
variations  partielles,  la  seconde  sera  précisément  celle  que  nous 
appelons  la  variation  propre  de  la  jonction  s,  et  que,  d'après  les 
conventions  admises  dans  le  §  I,  nous  représentons  par  cfls,  tandis 
que  la  première  sera  la  valeur  de  os  fournie  par  l'équation  (i),  ou 
le  produit  D^sBx.  On  aura  donc  généralement,  dans  l'hypothèse 
admise, 

(3)  §s=z  /is  -\-l)xS^x. 

Corollaire  II.  —  Concevons  maintenant  que  la  valeur  de  s  soit  fournie 
par  l'équation 

(4)  ^  s:=({x,y,  Z,   ...,  U,  ç,  w,  .  ..), 

i 

dans  laquelle  les  lettres 

X,    7,     z,      ...,     a,     V,     iv,,    ... 

désignent  des  variables  ou  fonctions  diverses.  Supposons  d'ailleurs 
que,  la  forme  de  la  fonction  f  étant  complètement  déterminée,  on 
indique,  à  l'aide  des  caractéristiques 

^n      ^,n      ^»n       •••» 
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des  variations  partielles  dont  chacune  corresponde  à  la  variation  totale 
d'une  seule  des  variables  ou  fonctions 

Alors  les  valeurs  de 

d,s,     d„s,     d,„s,      ... 

pourront  être  calculées  à  l'aide  de  la  formule  (i5)  du  §  II;  puisque, 
d'après  la  remarque  faite  dans  le  §  II  (page  74),  on  peut  se  servir  de 
cette  formule  pour  déterminer,  non  seulement  les  variations  totales, 
mais  encore  les  variations  partielles  correspondantes  de  deux  variables 
ou  fonctions  liées  Tune  à  l'autre.  Donc  ces  valeurs  pourront  être 
réduites  aux  produits 

Dx-^àx,     ï)ysdy,     T):;S§z,     ...,     D^sdu,     \)^sSi\     D^sàiv,     .... 

D'autre  part,  en  vertu  du  théorème  V  du  §  II,  il  suffira  d'ajouter  ces 
valeurs  Tune  à  l'autre  pour  obtenir  la  variation  totale  de  s.  On  aura 
donc,  dans  l'hypothèse  admise, 

(5 )  Ô5  =  DxS èa:  h-  Dysdy  -+-  1)^8 ô:;  -f- .  .  .  +  I)„5  du  -+-  1)^5  oi'  +  D„.5  o(v  ■+-.... 

Dans  le  cas  où  les  formes  des  diverses  fonctions  contenues  dans  s 
restent  complètement  déterminées,  les  variations 

ècc,     (5/,     èz,      ....     Ôm,     ô^",     ôw,      ...,     ds 

se  réduisent  à  de  simples  différentielles 

dx,     dy^     dz,     ...,     du^     dv,     dw,     ...,     ds, 

et  l'équation  (5)  à  la  formule 

(6)  ds=:  Dx^dx  -h  DyS  dy  +  D^sdz  -h  .,.+  D^sdu  -h  Yi^sdv  -+-  D^^sdw  -+-.... 

Corollaire  III.  —  Si  la  forme  de  la  fonction  f  cessait  d'être  complè- 
tement déterminée;  alors,  pour  obtenir  la  valeur  générale  de  S^,  il 
faudrait,  en  vertu  de  la  formule  (25)  du  §11,  ajouter  au  second  membre 
de  l'équation  (5)  la  variation  propre  de  s,  c'est-à-dire  la  variation  par- 
tielle de  s  relative,  non  plus  au  changement  de  valeur  ou  de  forme  des 
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variables  ou  fonctions 

X,     y,     z,      ...,  u,     (',     n-,      .... 

mais  au  changement  de  forme  de  la  fonction  indiquée  par  la  lettre  f. 
Alors,  en  désignant  par  Jls  la  variation  propre  de  s,  on  trouverait 

Pareillement,  si  les  lettres 

u,     V,     w,     ... 

désignaient  des  fonctions  de^r,  y,  z,  ...  dont  les  formes  ne  fussent  pas 
complètement  déterminées;  alors,  pour  obtenir  la  variation  totale  ow, 
il  faudrait  à  la  somme 

Dar  W  <î^  4- Dr  W  Ôj' -h  Dj  M  Ô2  4- ..  . 

ajouter  la  variation  propre  J\,u  de  la  fonction  u.  On  aurait  en  consé- 
quence 

ôa  =  </[  M  H-  Dj:  M  6a^  +  Dy  a  oj  -f  D  -  a  (5^  + . .  . , 

et  pareillement 

/  g  \  y 

'  \àv=crn'-^\)^vèx^Dyvèy-^D.vèz^..., 

1  ow  z=z  Jiw  -\-  Dj; tv ôa;  +  Dj, wp-  0/  -f-  D.  w 05  H-  . .  . , 


Corollaire  IV.  —  Pour  déduire  de  l'équation  (20)  du  §  Il  l'équa- 
tion (5)  relative  au  cas  où  la  forme  de  la  fonction  f  est  complètement 
déterminée,  il  a  suffi  de  supposer  que  chacune  des  lettres  caractéris- 
tiques 

^/'      ^,n      ^w>       •  •  • 

se  rapportait,  dans  l'équation  (25)  du  §  II,  à  la  variation  totale  d'une 
seule  des  variables  ou  fonctions 

^,    7,    5,     ...,        «,    r,    w,     — 
Si  l'on  supposait,  au  contraire,  que  chacune  des  caractéristiques 

5,,    (3,,     è,„,     . . . 
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se  rapporte  à  la  variation  propre  d'une  seule  des  variables  ou  fonctions 

on  obtiendrait,  au  lieu  de  la  formule  (5),  une  autre  formule  qui  four- 
nirait pour  os  une  seconde  valeur  nécessairement  équivalente  à  la 
première.  Confirmons  l'exactitude  de  cette  assertion  par  un  exemple, 
et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  valeur  de  s  étant  donnée  par 
la.formule  (4),  ^'%  JK,  z,  ...  représentent  des  variables  indépendantes 
dont  u,  V,  w,  ...  soient  fonctions.  Les  variations  propres 

cTiœ,     Jiy,     Jiz,      ... 

des  variables  indépendantes  ^,  j,  z,  ...  se  confondront  avec  leurs 
variations  totales 

àx,      èy,      <53, 

en  sorte  qu'on  aura  identiquement 

(9)  Ô^=:</i^,  ôf  =  Jly,  ùz  =  Jlz,  

Mais  les  variations  propres 

^«,       ^i^,       Jlw,       ... 

des  fonctions  u,  v,  w,  ...  seront  distinctes  de  leurs  variations  totales, 
et  liées  à  ces  dernières  par  les  formules  (8).  Cela  posé,  nommons  \s\ 
la  fonction  de  j?,  j,  :;, ...  à  laquelle  se  réduit  la  fonction  de  x,  y,  z,  ..., 
M,  V,  w.,  ...,  représentée  par  s,  lorsqu'on  y  substitue  les  valeurs  de  w, 
(^,  ^it^,  ...,  exprimées  en  fonction  de  ^,  j,  ^,  ....  On  pourra  concevoir 
que,  dans  la  formule  (25)  du  §  II,  chacune  des  variations 

a^.v,      0„.V,       ô,,5,       ... 

correspond,  non  plus  à  la  variation  totale,  mais  à  la  variation  propre 
d'une  seule  des  variables  x^y,  s,  ...,  ou  d'une  seule  des  fonctions  u,  <% 
tp,  ....  Seulement  alors,  pour  tenir  parfaitement  compte  de  l'influence 
exercée  sur  la  variation  totale  ^s  par  la  variation  propre  de  x,  on  devra 
considérer  s,  non  plus  comme  une  fonction  de  x,y,  z,  ...,  u,  ç,  «>,  ..., 
mais  comme  une  fonction  des  seules  variables  indépendantes  .r,  j. 
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Zy Donc  alors  les  variations  partielles  de  5,  correspondantes  aux 

variations  propres 

Jix,     J[y,     J[z,     ... 

des  variables  x,  y,  z,  ...,  seront,  eu  égard  à  la  formule  (i),  repré- 
sentées par  les  produits 

Da:[5]4a7,     J)y[s]^y,     J).[s]jiz,     ...; 

tandis  que  les  variations  partielles  de  ^ ,  correspondantes  aux  variations 
propres 

cflU,        J\V,        cflW,         ..., 

seront,  eu  égard  à  la  mêuie  formule,  représentées  par  les  produits 

DuScfiu,     D^sJiv,     \),,.scriw,     

Donc  la  formule  (20)  du  §  II  donnera 

(10)  ès=      l)^[s]Jia: -\-Dy[s]cfiy-\-  l):,[s]4z  +.. . 

-h  D„  s  Jiu  -hDi.   s  c/î  r  4-  D „,  s  J[w  -\- .  .  . . 

Il  est  facile  de  comparer  l'une  à  l'autre  les  valeurs  de  h  fournies 
par  les  équations  (5)  et  (10).  En  effet,  eu  égard  aux  formules  (9), 
l'équation  (10)  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(u)  ô.<;=      D^[5]ô^4-Dy[5]Ô7+  l);[5]Ô3  ... 

-t-  D„  s  Jiu  -\-  l)^   s  cfn'  -h  Dw  s  dn-v. . .. 

D'autre  part,  en  considérant  u,  v,  w,  et,  par  suite,  s  comme  fonctions 
de  ^,  J,  z,  on  aura  non  seulement 


(12) 


du  :=  Dj.  u  dx  -\-  \)y  u  dy  +  D^  u  dz  ^ .  .  . , 
dv  =:  Da; (^  dx  +  Dj r  «(y  4-  D; r  dz  -{- .  .  .^ 
dw  r=  Dx^'^ dx  H-  D y tv dy  -^H.w dz  -^ . .  .^ 


mais  encore 

(i3)  ds  =r  D^[^]  dx  +  Dv[^]  dy  -+-  D.[^]  dz-\-.... 

Cette  dernière  valeur  de  ds  devant  coïncider  avec  celle  que  fournit 
l'équation  (6),  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  différen- 
tielles 

dx^     dy^     dz,      . . . , 
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on  en  conclura,  en  réduisant  l'une  de  ces  différentielles  à  zéro,  et  les 
autres  à  l'unité. 


Or,  eu  égard  à  ces  dernières  formules,  on  reconnaîtra  sans  peine  que 
la  valeur  de  os  fournie  par  l'équation  (i  i)  est  précisément  celle  qu'on 
obtient  quand  on  substitue  dans  le  second  membre  de  l'équation  (5) 
les  valeurs  de 

du,     dv,     ow,      . .  . , 

tirées  des  formules  (8). 

Corollaire  V.   —  Supposons  que,  la  quantité  s  étant  une  fonction 
déterminée  de  variables  de  divers  ordres  représentées  par 

a:,     y,     z,      ...,  u,      v,     ij^,      .... 

on  nomme 

M,      ^,     PV,      . . . 

celles  de  ces  variables  qui  sont  de  Tordre  le  plus  élevé.  Alors,  d'après 
les  principes  exposés  dans  le  §  1,  ce  qu'on  devra  exprimer  par  la 
notation 

ce  sera  la  variation  partielle  de  s  correspondante  aux  variations 
propres 

4M,       cflV,       cflW,        ... 

des  variables  de  l'ordre  le  plus  élevé,  contenues  dans  la  fonction  s. 
Donc  cf\,s  se  trouvera  réduit  à  la  somme  des  derniers  termes  compris 
dans  le  second  membre  de  la  formule  (ii),  et  l'on  aura,  dans  l'hypo- 
thèse admise, 

(i5)  J[s-=z  D„5«/iM  +  D^,SJIV  -\-\)wS,^W-\- 

Par  suite,  la  formule  (lo)  pourra  être  réduite  à 

(i6)  ^  â5=:45-i-D;,[5]àr4-D^L^Jây  +  D,[5]ô-4-.... 
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IV.  —  Propriétés  des  variations  des  divers  ordres. 

Les  théorèmes  et  les  formules  que  nous  avons  établis  dans  les  para- 
graphes précédents  se  rapportent  seulement  aux  variations  du  premier 
ordre.  Nous  allons  passer  maintenant  aux  variations  des  divers  ordres, 
et  démontrer  quelques-unes  de  leurs  propriétés  générales.  L'une  de 
ces  propriétés  appartient  à  la  fois  aux  accroissements  et  aux  varia- 
tions; elle  consiste  en  ce  qu'on  peut  intervertir  arbitrairement  l'ordre 
dans  lequel  se  succèdent  deux  ou  plusieurs  opérations  dont  chacune 
est  exprimée,  ou  par  l'une  des  caractéristiques 

A,     A,,     A„     A„„     ...,  ^ 

qui  indiquent  des  accroissements  totaux  ou  partiels;  ou  par  l'une  des 

caractéristiques 

^^    ^1^    ^^'    ^///'     •••' 

qui  indiquent  des  variations  totales  ou  partielles,  sans  altérer  en  aucune 
manière  le  résultat  définitif  de  ces  opérations  mêmes.  Pour  établir 
cette  proposition,  il  suffît  évidemment  de  faire  voir  que  l'on  pourra 
toujours,  sans  inconvénient,  échanger  entre  elles  deux  caractéristiques 
écrites  à  la  suite  l'une  de  l'autre.  Il  y  a  plus  :  on  pourra  se  borner  à 
considérer  le  cas  où  ces  deux  caractéristiques  seraient  dissemblables, 
la  proposition  étant  évidente  dans  le  cas  contraire. 

Or,  soit  s  une  fonction  qui  dépende  de  diverses  variables,  ou  même 
de  fonctions  diverses;  et  nommons  ç  un  accroissement  partiel,  ou 
même  total  de  s,  qui  corresponde  à  des  changements  de  valeur  des 
variables  ou  à  des  changements  de  forme  des  fonctions  proposées  et 
de  la  fonction  s  elle-même.  On  aura,  en  vertu  des  formules  (4)  et  (5) 
du  §11, 

\  A(5-t-ç)  =  A5+ Aç, 

^^'  I    ô(5  +  ç)=  85 -h  àq. 

Donc  à  un  accroissement  quelconque  de  s  représenté  par  ç,  corres- 
pondront un  accroissement  de  ùis  représenté  par  Aç,  et  un  accrois- 
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sèment  de  la  variation  os  représenté  par  ^q.  Ce  n'est  pas  tout  :  comme 
les  formules  (4)  et  (5)  du  §  II,  et,  par  suite,  les  formules  (i)  con- 
tinuent de  subsister  dans  le  cas  même  où  l'on  y  remplace  la  caracté- 
ristique A  par  l'une  des  caractéristiques 

A„     A,„     A,„,     ... 
et  la  caractéristique  c  par  l'une  des  caractéristiques 

^n      0//'      <5,„,       ..., 

on  peut  affirmer  qu'à  l'accroissement  çde  la  fonctions  correspondront 
les  accroissements 

A,ç,     A„ç,     A^„ç,      ...,         a,ç,     ô„ç,     d,„ç,      ... 

des  expressions 

A, s,     A,,s,     A„,5,     ...,         S, s,     ô„5,     d,„s,     .... 

On  en  conclut  immédiatement  que,  si  deux  des  caractéristiques 

A,     A,,     A„,     A,„,     ..., 
ou  bien  encore  l'une  de  ces  caractéristiques  et  l'une  des  suivantes 

«5,   0,,   ô^,   a,„,    ... 

se  trouvent  simultanémenfappliquées  à  une  même  fonction,  on  pourra 
toujours  intervertir  l'ordre  dans  lequel  se  succéderont  les  deux  carac- 
téristiques dont  il  s'agit,  sans  altérer  le  résultat  définitif  des  deux 
opérations  qu'elles  indiqueront.  Ainsi,  par  exemple,  de  ce  qu'à 
l'accroissement  ç  de  ^  correspondent  l'accroissement  \q  de  A,^  et 
l'accroissement  o,ç  de  os,  on  conclura  qu'en  posant 

on  doit  avoir 

Or,  si  dans  les  deux  dernières  formules  on  remet  pour  ç  sa  valeur  A/, 
elles  donneront 

(2)  A,A„5  =  A„A,.ç, 

(3)  ô,A„.ç  =  A„r5,.v. 

OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  XUI.  12 
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Concevons  nnaintenant  que  l'on  divise  les  deux  membres  de  la 
formule  (3)  par  raccroissement  i  de  la  variable  primitive.  On  trouvera 

'.  t 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  la  formule  (9)  du  §  II, 

A,y  _  A„ô,s. 
'    t.    --      i     ' 

puis,  en  faisant  converger  vers  la  limite  zéro  l'accroissement  i  de  la 
variable  primitive  et  les  accroissements  correspondants  qu'indique  la 
caractéristique  A,^,  on  verra  les  rapports 

A„  s       A„  ô,  s 
i  I. 

converger  vers  les  limites 

Donc,  en  passant  aux  limites,  on  trouvera 

(4)  ô,a„.v  =  0,0,5. 

Ajoutons  que,  dans  la  formule  (4),  on  pourra  remplacer  chacune  des 
caractéristiques  0  ,  (5,^  par  l'une  quelconque  des.suivantes 

ô,   a,,   ô„,   ô„„    .... 

En  résumé,  les  formules  (2),  (3),  (4),  et  celles  qu'on  peut  en 
déduire,  entraînent  la  proposition  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  I.  —  Soit  s  une  fonction  qui  dépende  de  diverses  variables  ou 
même  de  fonctions  diverses;  et  supposons  cette  fonction  successivement 
soumise  à  diverses  opérations  dont  chacune^  ayant  pour  but  de  fournir  un 
accroissement  total  ou  partiel^  ou  bien  encore  une  variation  totale  ou 
partielle^  se  trouve  indiquée  par  Vune  des  caractéristiques 

^>      ^r      ^/'      ^„n       •••>  «5,      â„      a,,,      ô,,,.       .... 

V expression  qui  résultera  de  ces  opérations  successivement  effectuées 
offrira  une  valeur  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  se  succéderont 
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ces  mêmes  opérations,  et  par  conséquent  les  caractéristiques  qui  serviront 
à  les  indiquer.  On  pourra  donc,  sans  altérer  cette  valeur,  intervertir 
arbitrairement  l'ordre  dans  lequel  les  diverses  lettres  caractéristiques  se 
trouvent  rangées,  comme  si  le  système  de  ces  lettres,  écrites  à  la  suite  les 
une  des  autres ^  représentait  un  véritable  produit. 

Corollaire  I.  -  Il  suit  des  formules  (8)  et  (9)  du  §  Il  que  le  théo- 
rème précédent  doit  être  étendu  au  cas  même  où  l'une  des  caracté- 
ristiques, cessant  d'indiquer  un  accroissement  ou  une  variation, 
représenterait  un  coefficient  constant. 

Corollaire  IL  —  On  peut  concevoir  que,  parmi  les  caractéristiques 


plusieurs  indiquent  des  variations  relatives,  non  à  des  changements 
de  formes  de  certaines  fonctions,  mais  à  des  changements  de  valeurs 
de  certaines  variables  x,  y,  z-, Lorsque  chacune  "des  caractéris- 
tiques de  cette  espèce  se  rapporte  à  une  seule  variable  x,  ou  y, 
ou  s,  . . .,  elle  peut  être  immédiatement  remplacée  par 

dx^     ou      dy^     ou     d-,     . . . , 
et  même  par 

Da:,       on       Dy,       ou       I)::,        ..., 

si  la  variable  dont  il  s'agit  est  une  variable  indépendante,  ce  qui 
permet  de  réduire  sa  variation  à  l'unité. 

Le  théorème  III  du  §  II,  et  les  théorèmes  qui  s'en  déduisent,  sont 
relatifs  à  des  variations  totales  ou  partielles  du  premier  ordre.  Mais, 
en  partant  de  ces  théorèmes,  on  peut  en  obtenir  d'autres  du  même 
genre  qui  soient  relatifs  à  des  variations  totales  ou  partielles  d'ordres 
supérieurs.  Tel  est,  en  particulier,  le  suivant  : 

Tiii-ORÈME  II.  —  Supposons  qu'une  fonction  s,  et  une  variation  de  .9, 
totale  ou  partielle,  d'un  ordre  n  supérieur  au  premier,  restent  continues, 
par  rapport  aux  variables  dont  elles  dépendent,  dans  le  voisinage  du  sys- 
tème de  valeurs  attribuées  à  ces  variables.  Faisons  d'ailleurs  coïncider  la 
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variable  primiti^e^  ou  avec  l'une  de  ces  variables^  ou  avec  une  variable 
nouvelle  dont  toutes  les  autres  soient  fonctions  continues.  La  variation 
que  Von  considère  différera  infiniment  peu  du  rapport  quon  obtiendra 
quand  on  divisera  par  i'*  V accroissement  infiniment  petit  de  s  corres- 
pondant à  cette  même  variation . 

Démonstration.  —  Considérons,  par  exemple,  une  variation  de  la 
forme 

et  admettons  les  suppositions  énoncées  dans  le  théorème  II,  en  sorte 

que 

s    et    3,,  (5,.v 

restent  fonctions  continues  des  diverses  variables,  dans  le  voisinage 
du  système  des  valeurs  attribuées  à  ces  mêmes  variables.  En  vertu  du 
théorème  III  du  §  II  (corollaire  I),  la  variation  §,^§^  différera  infini- 
ment peu  du  rapport 

£  t 

Donc  ce  rapport  devra  rester  à  son  tour  fonction  continue  des  diverses 
variables,  dans  le  voisinage  du  système  des  valeurs  attribuées  à  ces 
mêmes  variables.  Il  y  a  plus  :  en  vertu  du  théorème  cité,  le  rapport 

ô,  A„.ç 
> 

que  l'on  peut,  eu  égard  à  l'équation  (9)  du  §  II,  présenter  sous  la 
forme 

différera  infiniment  peu  de  l'expression 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  du  rapport 


A  A  .ç       A  A  5 
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Donc  ce  dernier  rapport  dilïerera  infiniment  peu  de  la  variation 

o„ô,s. 

En  raisonnant  comme  on  vient  de  le  faire,  on  pourra  évidemment 
démontrer  le  théorème  II  dans  tous  les  cas  possibles. 

Corollaire.  —  Supposons  que  l'accroissement  i  de  la  variable  primi- 
tive soit  considéré  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre;  alors, 
en  vertu  du  théorème  II,  l'accroissement  total  ou  partiel  de  s,  corres- 
pondant à  une  variation  de  l'ordre  n,  sera  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  n,  si  cette  variation  reste  fonction  continue  des  variables 
dont  s  dépend,  dans  le  voisinage  du  système  des  valeurs  attribuées 
à  ces  variables,  et  si  d'ailleurs  elle  acquiert,  pour  le  système  dont  il 
s'agit,  une  valeur  différente  de  zéro.  Si,  de  ces  deux  conditions,  la 
première  était  remplie  sans  que  la  seconde  le  fût,  ou,  en  d'autres 
termes,  si  la  variation  de  l'ordre  n  offrait  pour  valeur  particulière 
une  valeur  nulle,  sans  cesser  d'être  continue  dans  le  voisinage  de 
cette  valeur,  l'accroissement  correspondant  à  la  variation  proposée 
deviendrait  pour  l'ordinaire  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur 
au  premier.  Mais  ce  n'est  là  évidemment  qu'un  cas  exceptionnel;  et 
en  général  ce  que  nous  appellerons  un  accroissement  de  l'ordre  n 
sera  en  même  temps,  en  vertu  du  théorème  II,  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  n.  Ainsi,  non  seulement  un  accroissement  du  premier  ordre 
sera  généralement,  comme  on  peut  le  conclure  du  théorème  III 
du  §  II,  un  infiniment  petit  du  premier  ordre;  mais  de  plus  un 
accroissement  du  second  ordre  sera  généralement  un  infiniment  petit 
du  second  ordre,  etc. 

V.  —  Sur  la  variation  d'une  intégrale  définie  simple  ou  multiple. 

Soit  d'abord  s  une  intégrale  définie  simple,  relative  à  la  variable  x^ 
et  prise  entre  les  limites 
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en  sorte  qu'on  ait 

(0  s=  C    kdx. 

Supposons  d'ailleurs,  dans  cette  intégrale, 

(2)  A  =  f(a-,  u,  r,  w,  ...), 

M,  (%  w, ...  désignant  des  fonctions  de  x  dont  la  forme  puisse  varier,  et 
la  lettre  f  indiquant  au  contraire  une  fonction  de  forme  invariable.  Il 
suit  de  la  formule  (23)  du  §  II  que,  pour  obtenir  la  variation  totale  de 
l'intégrale  s,  il  suffira  de  calculer  :  1°  la  variation  partielle  de  s  corres- 
pondante au  changement  de  forme  des  fonctions  w,  v,  w^ ...  contenues 
dans  k^  et  par  conséquent  aux  variations  propres  de  m,  v,w,  ...  ;  2°  la 
variation  partielle  de  s  correspondante  au  changement  de  valeurs  des 
quantités  .v,  x,  et  par  conséquent  aux  variations  propres  des  limites  de 
l'intégrale;  puis  d'ajouter  l'une  à  l'autre  ces  deux  variations  partielles 
de  s. 

Calculons  d'abord  la  première,  et  supposons  que  les  limites  a,  x    " 
restant  invariables,  on  change  infiniment  peu  la  forme  des  fonctions 

Nommons 

les  accroissements  infiniment  petits  de  k  et  de  5,  correspondants  à  ce 
changement  de  forme.  La  formule  (i)  entraînera  la  suivante 

s-i-As=l    {k-\-  l^k)dx, 

et  par  conséquent  la  suivante 

As=z  I     Akdx. 

Soit  d'ailleurs  i  l'accroissement  infiniment  petit  d'une  variable  indé- 
pendante dont  la  variation  serait  l'unité.  On  tirera  de  la  dernière  for- 
mule 

(3)  ^=r^u. 


\s  _  r~Ak 
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Soient  enfin 

«/!«,     4P,     cfiw,     ... 

les  variations  propres  des  fonctions 

u^     ç,      w,      ...  ; 

et  représentons  par  les  notations 

4A^     4.Ç 

les  variations  partielles  correspondantes  de  k  et  de  s.  En  faisant 
converger  i  vers  la  limite  zéro,  on  verra,  dans  la  formule  (3),  les  rap- 
ports 

i  t 

converger  vers  les  limites  ^ 

-,  v4^,    'fis; 

et  I  on  aura,  par  suite, 

(4)  As=  f     'f[k  dx. 

D'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (i5)  du  ^  III,  la  varialion  J\.k  se 
trouvera  liée  aux  variations  propres 

4W,       J{V,       'J\W,        ... 

dos  fonctions  m,  v,  w,  ...  par  l'équation 

(5)  </!/.•  =  D„A-4«  4- D^Avîi'H- Di,,Avîw  + 

Si  dans  la  formule  (4)  on  substitue  la  valeur  de  s  tirée  de  l'équa- 
tion (t),  on  trouvera 

(C)  4  j     l<dx=  f  J\kdx. 

On  peut  donc,  dans  une  expression  de  la  forme 

intervertir  l'ordre  des  deux  opérations  indiquées  parles  signes  cl\  et  f. 
Cherchons  maintenant  la  variation  partielle  de  s,  à  laquelle  on  se 
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trouve  conduit  quand  on  fait  varier  seulement  les  limites  x,  x.  Pour 
obtenir  cette  variation  partielle,  on  devra,  dans  l'équation  (2),  consi- 
dérer comme  complètement  déterminées,  non  seulement  la  forme  de 
la  fonction  f,  mais  encore  les  formes  des  fonctions  u,  v,  w,  ....  Soit, 
dans  cette  hypothèse, 

l'accroissement  infiniment  petit  de  s  correspondant  aux  accroisse- 
ments infiniment  petits 

A.r,      Ax, 

;     des  limites  x  et  x.  L'équation  (i)  entraînera  la  suivante 


,x-t- Ax 
.X  +  Ax 


J^x-t-Ax 
k  dx^ 
-«--1-  A-»- 


et  de  cette  dernière,  combinée  avec  la  formule  (i),  on  tirera 

/x  +  Ax  ^x  +  Aa: 

kdx  —  \  k  dx, 

par  conséquent 

J/^X-<-ilX  ^ 

k  dx  I 

X  Ax       «^x 


(7) 


x+Ax  ^x  +  Ax 

k  dx 

A^  _  ç/x Ax       '^x  Ax 

i  Ax  t  A^  T' 


Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  converger  t,  et  par  suite,  les 
accroissements  infiniment  petits 

Ax,     Ax 

vers  la  limite  zéro.  Alors,  en  désignant  par  S^s  la  variation  partielle 
de  s  correspondante  à  l'hypothèse  admise,  on  verra  non  seulement  les 

rapports 

Ajc      Ax      A^ 

£  !.  I, 

converger  respectivement  vers  les  limites 

ôx,     dx,     ô^s, 
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mais  encore  les  rapports 


/.  tl.r 


£'"■■'■  X 


Ax 


converger  vers  des  limites  qui,  eu  égai'd  aux  propriétés  connues  des 
intégrales  définies,  seront  précisément  les  valeurs  de  k  correspon- 
dantes aux  valeurs  v,  x  de  la  variable  a-.  Si  l'on  représente  ces  valeurs 
de  /•  par  les  notations  (') 

X  -  -  .V  a:  =  \ 

alors,  (Ml  posant  i  =  o,  on  tirera  de  la  formule  (7)  l'équation 

(8)  a,.v—  I  /ox—  ['  X-5.V, 

(|ue,  pour  abréger,  on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

/        .r    -:  X  X  =  X  \ 

(9)  d,s  =  \ô\  I  -dx  I  ;/.-. 

D'ailleurs,  les  deux  valeurs  de  r,  représentées  par  .v,  x  étant  deux 
(jiiantités  (]ni.  dans  l'intégrale  v,  peuvent  varier  indépendamment 
l'une  de  l'antre,  el  indépendamment  des  formes  attribuées  aux  fonc- 
tions //,  (',  (ï les  variations  totales 


de  ces  deux  (jiianlilés  ne  dilTéreront  j)as  de  leurs  variations  propres 


(')  Dans  un  Mcnioiie  t|ui  a  icmportô  le  içrand  prix  de  Malliémaliques.  M.  Sarrus 
observe,  avec  raison,  (jn'il  convient  de  joindre  aux  notations  adoptées  par  les  analystes  nn 
sii:;iie  (le  siihstituiion.  c'est-à-dire  un  si^nc  proftrc  à  indi(jiier  la  sidjstilntioM  dune  lettre 
à  une  autre  lettre.  Celui  dont  je  nie  sers  ici  dill'ére  peu  du  sii,Mie  de  substitution  qui  a  été 
adopté  |)ar  M.  Sarrus.  et  qui  est  un  trait  recourbe  en  forme  de  crosse,  à  la  droite  duquel 
fauteur  place,  en  haut  et  en  bas,  les  deux  lettres  dont  l'une  doit  être  substituée  à 
l'autre.  La  notation  nouvelle  (pie  je  propose  se  prête  aisément  à  des  réductions  qui  per- 
mettent do  rendre  les  formules  plus  simples  ol  plus  concises,  comme  on  le  verra  ci-après 
dans  le  §  VII. 

()i:,Hr,-<  de  C.   —  S.   \\.   l.    Mil.  l3 
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Donc  l'équation  (9)  pourra  encore  s'écrire  comme  il  suit  : 

(10)  o,s  =  \/i\  I  —^i-x  I   ;/■. 

Après  avoir  Irouvé  les  denx  variations  partielles 

dont  la  somme  doit  fournir  lavai'ialion  totale  o.v  de  l'intégrale  s,  il  suf- 
fira de  combinei'  l'équation 

(11)  os  :=  JiS  +  6,  S 

avec  les  formules  (4)  et  (10)  pour  obtenir  la  formule  générale 
(ra)  os --    I     4,çf/./' +  \/;X     |      —  J'i-x      |     )/:. 

Supposons  maintenant  (iiie  la  lettre  s  représente  une  intégrale 
définie  double,  relative  aux  variables  r,  y,  et  prise  :  1"  par  rapport 
à  y  entre  les  limites 

i>°  pai-  rapport  à  œ  entre  les  limites 
en  sorte  (ju'on  ait 

(i3)  s—jl    ^  L<l.v(ly. 

•■,v       •     .| 

ii,  V  pouvant  désigner  denx  fonctions  (jn(dcon(|nes  de  la  variable  t. 
Supposons  d'ailleurs,  dans  celle  intégrale, 

(i-'i)  /■=  »■(■?■, J'.  ",  *'•  "•■  ••.), 

//,  c,  (r,  ...  désignant  des  fonctions  de  -r,  r,  dont  la  forme  |)uisse 
varier,  et  la  lettre  f  indiquant  au  contraire  une  fonction  de  forme  inva- 
riable. Il  suit  de  la  formule  (  1  ))  du  i^  Il  que,  pour  obtenir  la  variation 
totale  de  l'intégrale  ^,  il  suffira  de  calculer:  i"  la  variation  partiellede.v 
correspondante  an  cbangement  de  forme  des  fonctions  //,  v,  <r,  ... 
contenues   dans   X-,    et    p;ir    conséquent    aux    variations    propres    tie 
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M,  r,  (r,  ...:  -1'^  la  vaiialioii  partielle  de  .v  correspoiidaiile  au  change- 
ment de  valeurs  des  liiuiles  a,  x,  et  par  conséquent  aux  variations 
propres  de  v,  x;  'V'  la  varialion  partielle  de  s  correspondante  au  chan- 
gement de  forme  des  limiles  .j,  Y,  considérées  comme  fonctions  de  x, 
et  par  conséquent  aux  variations  propres  de  ij,  Y;  puis  d'ajouter  l'une 
à  l'autre  ces  trois  variations  partielles  de  .v. 

delà  posé,  en  nous  conformant  aux  notations  précédemment  adop- 
tées, désignons  par 

//  /.• 

la  variation  [)artielle  de  /•  correspondante  aux  variations  propres 

4»,     /[(•,     4(v,     ... 

des  fonctions  u,  v,  a-,  ...  ;  et  représentons  encore  pai- 
les  variations  correspondantes  des  intégrales 

Indi(jnons,  au  contraire,  ii  Taide  de  la  caractérislifjue 

[)lacée  devant  la  dernière  de  ces  intégrales,  sa  varialion  partielle  cor- 
respondante aux  variations  [)i'opres  c/[.v,  cf[\  des  limites  .v,  x;  et  à 
l'aide  de  la  caractéristi([ue 

[)lacée  devant  Tune  (ui  l'antre  intégrale,  sa  varialion  partielle  corres- 
pondante aux  variations  [)ropres  J[^^,  c/1  Y  des  limites  i|,  Y.  A  l'aide  des 
l'aisonnements  par  les({uels  nous  avons  élahli  la  formule  (6  ).  on  prou- 
vera {|ue  l'on  peut,  dans  l'expression 


f    kfir.         f      I     k(l.rdv  =  s 


s  =  >fi  I        /      /,  d.r  (ly. 


x    «   ,, 
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intervertir  l'ordre  des  opérations  indiqnées  par  les  signes  /l  et  /,  de 
manière  à  transporter  successivement  la  leltre  cf[  après  le  premier, 
puis  après  le  second  des  deux  signes  d'intégration.  On  aura  donc 

,X        .Y  „\  ,.V  ^X      ^Y 

c/î  /       i     k  dx  dy  =  /     /;  /     k  dx  dy  =:  j       I     '=^1  ^'  '^•^'  ^y  ; 

•-'.V      "-^1)  ^X  •-    I)  '^.V       "    l| 

et,  par  suite,  la  variation  partielle  de  s  correspondante  aux  variations 
propres  des  fonctions  w,  c,  w,  ...  pourra  être  déterminée  à  l'aide  de 
l'équation 

(i5)  ^.^s  —  i      i     J^kdxdy, 

à  hujuelle  on  devra  joindre  la  formule  (i.5  )  du  i^  111,  savoir, 
(i6)  cTik  =  \)Juiu  -\-  !)„/>  /ip  +  J),,,/.ViU+. . .. 

(Cherchons  mainlenant  la  variation  partielle  représeiilée  par  o^.v.  el 
correspondante  aux  variations  propres  cf[x.  c/lx  des  limites  ,v.  x  de 
l'intégration  qui  se  rapporte  à  la  variahie  x  dans  la  foiniulc  (iJ). 
('omme,  pourdéduii-e  cette  l'oriuule  de  l'écjuation  (i  ),  il  sul'tit  de  l'cm- 

placer  dans  le  second  membre  la  lettre  /•  par  l'intégrale  /    /. v/r.  il  est 

clair  que  la  même  o|)ération  transformera  le  second  membre  de  l'opé- 
ration (  loK  de  manière  à  le  faire  coïncider  avec  la  valeur  cherchée 
de  o^.v.  On  aura  donc,  dans  le  cas  présent. 

/      .v  =  \  .c  =  x\       .V 

(17)  o_,v=r\/,x     I     --/;.v     j      /    /      kdy. 

'   ',1 

Quant  à  la  variation  partielle  {\v  s,  représentée  par  o,^.v.  et  correspon- 
dante aux  variations  propres  /i,.|,  JlY  des  limites  i|,  Y  de  l'intégration 
qui  se  rapporte  à  la  variable  /  dans  la  formule  (i3),  elle  se  déduira 
aisément  de  la  formule 

..  X       ..  Y 

0,/*'  =  "„  /      /     l^<l-fdy, 

-X      -^1) 

dans    la(|uelle    on     |K)Uira    eiu^ore.    en    opérant    comme    dans  la    for- 
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inulc  (6),  transporterie  signe  o^^  après  le  signe  tie  l'intégration  rela- 
tive à  r.  On  aura  donc 

o„s  =:  I     0,,  I      I,  d.v.  dy. 


X  ^    N 


Mais  en  remplaçant,  dans  la  formule  (6),  l'intégrale  (i),  savoir, 

a  —  r  /.-  d.v. 

>■'  X 

par  lintégrale 

et  substitiiaiil  (»ar  suilc  la  caractéristique  o^^  à  la  caractéristi(|ut'  r,^.  on 
trouvera 


0 


Donc,  on  aura  dcliiiilivcnienl 

(iS)  '^r'^^  I      Vt^      i      -^^'.l      1       'k<^'- 


A[irès  avoir  trouve  les  (rois  variations  partielles 

dont  la  somme  doit  fournir  la  variation  totale  o.v  de  l'intégrale  s,  il  suf- 
fira de  combiner  Téquation 

(  M )  )  ô.v  =  /i  .V  4-  0 ,  .V  4-  6 ,  .V 

avec  les  formules  (  i5  ),  (  17),  (  i8)  pour  obtenir  la  formule  générale 

.N        .^  .f—  \  .i-  —  .V  ,         .^ 

(■.?u)  O.V-/       ^     j^'J,  dj  d.i  +\cfi\     1     — /,.v     I      ,'    /     /.  (/j 

»    .V 

En  général,  soit 

.\     .\     j 

(■>,l)  s    r:   I         I         I       .  .  .  /.  .  .  .d.rdydz 

.'.V    .    Il     .   ; 


r,r. 
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une  intégrale  iléliiiie  multiple,  relative  aux  variables  a-,  v,  z,  ...,  et 
dans  laquelle  les  liiniles  .|,  Y  peuvent  être  des  fonctions  (]uelcon(|ues 
de  ./•,  les  limites  ;,  Z  des  fonctions  quelconques  de  -t,  y,  etc.  Supposons 
*.''      ^K'î ?>';%,•  d'ailleurs  dans  cette  intéi>rale 

//.  r,  (r,  ...  désiiiinanl  des  fonctions  de  x,  r.  z-,  ...  dont  la  forme  puisse 
varier,  el  la  letlre  f  indiquant,  au  contraire,  une  fonction  de  forme 
invariable.  J)ésignons  à  l'ordinaire  par 

les  variations  parti(dles  de  k  et  de  s  correspondantes  aux  variations 
propres 

des  fonctions  u,  w  «f Enfin  soient  : 

o.v    la  variation  partielle  de  s,  correspondante  aux  variations  projires 
des  liuiites  a.  x  ; 

o^^.v   la  variation  partielle  de  .v,  corres[)(»ndanle  aux  variations  pi-ojtrcs 
des  limites  .|.  Y  ; 

o^^^.v  la  variation  parti(dle  de  ,y,  correspontlante  aux  variations  |)j()[»res 

des  limites  ,,  z 

etc. 

On  aura 

(  ■^■'>)  os  =1  cf-^.S  +  o,.v  -i-  o.^s  -h  o„,.v  -h  .  .  . , 

la  variation  partielle  Jls  étant  déterminée  par  l'équation 

^.ç  =r  /^   /         /         /       .  .  .  /  ,/./•  c/v  (Iz  .  .  . 

(jue  l'on  peut  réduire  ;i 

(2/,)  j^^.s=  I       I      I     .  ..^,/.(hclyd-.  ..., 
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e(  hi  valeur  de  c/1/-  riaiil 

{'.>S))  /i  A- =  l)„/,Vi // +  l)^,/.V(r -H  |),,./.V^u'  +- .  .  .. 

Ajoutons  que  les  varialions  partielles 

Ô,.9.       0,,.?,       rj^„.9,        ... 

se  Ironveroiil  flétertninées  par  les  équahoiis 

d,s  =r:  0,    j       I       I      .  .  .  /.  d.r  dy  dz  .  .  . . 

..\        .Y        ./. 

rj    .ç  rz:  o,„  /        /        /      .  .  .  /.  dx  dy  dz  .  .  ., 

) 

ou,  ce  qui  revieni  au  même,  par  les  suivaiiles  : 

o,s—  0,    f     I      j       .  .Adrdvdz..., 

..^  .V         ./, 

o„  .<?==/      o,    1        /      ...  /.  d.v  dy  dz  .  .  . , 
â^„.<;  =3  /       /     o,„   I      .  .  .  /  c/.A-  dy  dz  .  .  ., 

■-'.X     •',,  ^  ■ 

(les(]uelles  on  (irera.  (Mi  éiiard  à  la  l'ormule  (lo), 

I      rî^  s  r-   l  /^  \        I         ._  /f.v         !  ;     /  /         ...  /   r/y  (/-  . 

'^-^■^^    /      ^^^       I      -^ill      I      /    /      ...kd.rdz 

I    O^A-:-      ^  I        (  /iZ         I        --/ic        I         ^      .   .  .   kd.vdy  . 

f  .'.V      .     ., 

Km  suhstiliianl  dans  la  formule  (21  )  les  valeurs  de 

^  .V.       0,.S'.       o.v„.       o,„.v.       ... 
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déterminées   par   les  foriiiules  {■2^\),  ('■ii>),  on  obtiendra  la   l'orniule 
générale 


(  27  )  OS  —  I       I      l     .  .  .  ijalx  dy  dz  .  . . 

/        -r  =:  X  X  =  x\    i'»'^    p'- 

+  iyiX      I      -  ^[-v     I      /  /       /      ..  .I.dydz  ... 

-t-   /       (^V       i  /;,,        I    '    '     /       ...  kd.tdz  ... 

+  r     /'    ^Af-~\     -^t^T")     ...l<dxdy... 


(jne  l'on  peul  encore  écrire  comme  il  siiil 


(a8)     a«=:  /       \       i      .  .  .  Sik  d.r  dy  dz 

•  '^^    ^  Il    •  - 

.r=:\    ..V     ../-  .r  -.V      .V        z 

+  «^iX      I        /       /      ...kdvdz...-^^.     \        /       /      ...kdzdy... 

+   /      4  V      I       /       .  .  .  /.  dx  dz  •  .  .  -    /     /[  ;i      I        /      .  .  .  /.  ^.r  ^/*- .  .  . 

''  X  •'-  ■    .V  J :. 

/-X  .Y  ;    _    /  ,\  .V  ;    ^    . 

+   /       /      /:z     i       .  .  .  /.  dx  dy.  .  .  —  /       /      -fr-     I       .  •  ■  /•  ^^'^  ^0'-  •  • 


Cette  dernière  formule,  dans  laquelle  chaque  teriïie  du  second  membre 
pourrait  être  calculé  séparément,  en  vertu  des  principes  exposés  dans 
le  §  11,  est  précisément  celle  qu'a  obtenue  M.  Sarrus,  dans  le  Mémoire 
couronné  par  l'Académie  des  Sciences. 

NI.  —  Sur  Lea  diverses  formes  que  peul  prendre  la  variation 
d' une  intégrale  définie  simple  ou  multiple. 

Considérons  de  nouveau  l'intégrale  définie  multiple 

,.\     ^v       y. 


1)  s~  \       Ç     i      ..  .  kdxdydz 


dans  laquelle  on  a 

{•>.)  k  =r  {'{.T,  y,  z,  .  .  .,  u,  r,  u',  .  .  .), 
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les  liinilcs  i(,  y  pouvant  ètie  des  fonctions  quelconques  de  .v,  les 
limites  :,  z  des  fonctions  quelconques  de  a,  ij,  etc.,  et  u,  r,  w,  ...  dési- 
gnant des  fonctions  de  ^,  v,  ^,  ...  dont  la  forme  puisse  varier,  tandis 
(jue  la  lettre  f  indique  au  contraire  une  fonction  de  forme  invariable. 
Comme  la  valeur  de  cette  intégrales  dépendra  uniquement  des  valeurs 
des  quantités  .x,  x,  et  des  formes  des  fonctions  de  x,y,  z,  ...  repré- 
sentées par  1,,  y,  par  z,  z,  ...  et  par  //,  v,  w,  ...,  il  s'ensuit  que,  dans  la 
recherche  de  la  variation  totale  os,  on  pourra  se  borner  à  tenir  compte 
(les  variations  propres  des  quantités  représentées  par 


X  ;      !i ,    y  ; 


(',    tt'. 


En  opérant  ainsi,  on  obtiendra  une  valeur  de  os  composée  de  termes 
dont  chacun,  dépendant  d'une  seule  des  variations  propres 

Ji.x,     4x,     4.|,     4y,     4^,     4z     cfiu,     J^^v,     ^iv,      ..., 

pourra  être  calculé  séparément,  en  vertu  des  principes  établis  dans 
le  §  II;  et  cette  valeur  de  Bs  sera  précisément  celle  que  fournit  l'équa- 
tion (28)  du  paragraphe  précédent.  Alors  aussi,  l'intégrale  s  étant 
considérée  comme  une  somme  d'éléments,  l'accroissement  partiel  de 
cette  intégrale  correspondant  à  des  accroissements  infiniment  petits 

des  limites  ' 

•V,    N,    \h    y,    z,    /.,    ..., 

sera  une  somme  d'éléments  nouveaux  qui  s'ajoutera  aux  éléments  pri- 
mitifs de  l'intégrale,  tandis  que  chacun  des  éléments  primitifs,  con- 
servant sa  valeur  et  sa  forme,  conlinuera  de  correspondre  aux  mêmes 

systèmes  de  valeurs  des  variables  x,  y,  z, 

Au  reste,  au  lieu  d'ajouter  à  l'intégrale  .v  de  nouveaux  éléments 
infiniment  petits,  on  pourra  changer  infiniment  peu  la  valeur  et  la 
forme  de  chaque  élément.  Pour  y  parvenir,  il  suffira  d'attribuer  aux 

variables 

.r,     y,     z,      ... 

des  accroissements  infiniment  petits 


Aj;,     Aj.    A5, 

OEuvres  de  C.  —  S.   U,  l.    \.1II. 


>4 


106  MKiMOlUK 

dont  chacun  pourra  être  fonction  de  ^,  j,  z,  ...  et  de  l'accroissement 
infiniment  petil  t  attribué  à  la  variable  indépendante  qui  a  pour  varia- 
tion l'unité,  delà  posé,  soient 

\.     V     Z.     ... 

î  fi  t- 

les  variables  nouvelles  dans  lesquelles  se  transforment 

.V,     y,     z,      ... 

quand  on  attribue  à  celles-ci  les  accroissements  A^,  \y,  ^z,  ...,  en 
sorte  qu'on  ait 

(3)  \  =  x  +  \x,  \z=:y  +  ^y,  7.  =  z-^^z, 

Soient  encore 

AA-,     \s 

les  accroissements  infiniment  petits  que  prendront  les  quantités 

k     et     s 

lorsqu'on  changera  x  en  x^  Ax',  y  en  y  -+-  Ay,  ::  en  z  -j-  As,  en  faisant 
de  plus  Varier  les  formes  des  fonctions  ii,  v,  w et  posons 

K=X--f-AA-. 

Dans  la  nouvelle  intégrale 

s  +  A.S, 

la  fonction  difîérentielle  sous  le  signe  /  se  trouvera  représentée,  non 
plus  par  le  produit 

•  /'  dx  dy  dz    .  . ., 

mais  par  le  suivant 

K  ^X  ^  ^Z . . . . 

D'ailleurs,  la  variation  totale  6^  se  déduira  de  l'accroissement  total  A* 
à  l'aide  de  l'équation 

(4)  '^s  =  liin  — 


Observons  maintenant  que  l'accroissement  total  A*  étant  celui  que 
prend  l'intégrale  s  quand  on  substitue  simultanément  la  variable  X  à 
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la  variable  .r,  la  varijthic  ^  à  la  variable  y,  la  variable  Z  à  la 
variable  s.  ....  enfin  la  fonction  K  à  la  l'onction  /•.  on  pourra,  en  vertu 
des  principes  établis  dans  le  i^  II,  calculer  d'abord  la  variation  partielle 
de  s  relative  à  chacune  de  ces  substitutions,  et  déduire  des  variations 
partielles  de  s  sa  variation  totale  qui  se  réduira  simplement  à  leur 
somme.  D'ailleurs,  si  l'on  se  borne  à  remplacer  dans  l'intégrale  s  la 
fonction  k  par  la  fonction  K,  on  obtiendra  une  nouvelle  intégrale  dans 
laquelle  la  fonction  ditTérentielle  sous  le  signe  /  sera 

K  r/,/;  Ji   ^/ô  .  .  .  n=  (  /.   -+-  A/-  )  (/.r  ri  Y  </z 

Donc  alors  la  nouvelle  intégrale  sera  réduite  à 

/       I       f    ij'  -\-  \k)(Lrrlydz..... 


et  l'accroissement  de  l'intégrale  s  à 

(Il      ...Ikd.rdvdz 

'    .V     •     Il      •    c 


En  divisant  cet  accroissement  par  i,  et  faisant  ensuite  converger  '.  vers 
la  limite  zéro,  on  verra  le  rapport 


AX 


converger  vers  la  limite  ok,  et  Ion  obtiendra  ainsi  une  variation  par- 
tielle de  s  représentée  par  l'expression 


/       /   '    /     ...okd.rdydz. 


Cette  expression  est  effectivement  la  variation  partielle  de  s  corres- 
pondante à  la  variation  totale  ok  de  la  fonction  /. 

Concevons  à  présent  que,  sans  altérer  la  fonction  /•.  on  se  contente 
de  substituer,  dans  le  produit 

k  d,r  dj  dz  .  .  . .      '  .        ■  -  -     • 
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à  l'une  des  variables  -t,  y,  z.  ...  ia  variable  correspondante  X,  ou  Y, 
ou  Z,  ....  Supposons,  pour  Hxer  les  idées,  que  l'on  substitue  Z  à  z. 
Alors,  dans  la  nouvelle  intégrale,  la  fonction  dilïerentielle  sous  le 
signe  /*  sera 


/.  (lu:  dy  (U. 


Si  d'ailleurs  l'intégration  relative  à  z  est  celle  qui  s'ellectue  la  pre- 
mière dans  l'intégrale  .v.  il  sera  facile  de  substituer,  dans  la  nouvelle 
intégrale,  la  variable  z  à  la  variable  Z,  et  pour  y  parvenir  il  suffira 
d'observer  qu'en  laissant  x,  y,  ...  invariables,  on  tirera  de  l'équation 
Z  =  j  H-  As  cette  autre  formule 

Donc  la  nouvelle  intégrale,  rapportée  aux  variables  primitives,  renfer- 
mera sous  le  signe  /  la  fonction  différentielle 

X-  (  I  -H  JJ.  As  )  dx  dy  dz  .  .  .. 

et  se  réduira  simplement  à 

f      f      f     ...  l'{i-ii)z^z)(^rdydz.... 

Donc,  lorsque  dans  l'intégrale  s  on  substituera  Z  à  z.  l'accroissement 
de  cette  intégrale  sera 


f     f      f     ...k\).^Lzd.rdydz 


En  divisant  par  z  cet  accroissement,  et  faisant  ensuite  converger  '.  vers 
la  limite  zéro,  on  verra  le  rapport 


converger  vers  la  limite 

D,as, 

et  en  conséquence  l'on  obtiendra  une  variation  partielle  de  s  repré- 


SUR    LE   CAF.CUL   DES   VAHIATIONS. 

seiitoc  par  I  ('X[)r('ssioii 


109 


/       (      f    ...    A\),o:.d.vdydz  .  .. 

«     ,V       ••'il        «-'i 


Ainsi,  pour  roriner  la  variai  ion  {)artielle  de  .v  correspoiidanto  a  la 
variation  totale  oz  de  la  variahlo  z,  il  suffira  de  multiplier,  dans  l'inté- 
grale ^.  la  toiicfion  difïerentielle  par  la  dérivée  partielle 

On  prouvera  de  la  niènie  manière»  (jue,  pour  obtenir  la  variation  par- 
ti(dle  de  s  correspondante  à  l'une  quelconque  d<'s  variations 

ox,     6r,     oz,     .  . ., 

il  suffît  de  multijdier,  dans  rintégralc  .v.  la  fonction  différentielle  par 
la  dérivée  partielle 

Dj-ox,     ()(i      I),  or,     on      l);0.r.      .  .  .  ; 

et  pour  lever  les  difficultés  que  Ton  rencontre  au  premier  abord  quand 
on  veut  étendre  la  démonstration  ci-dessus  exposée  à  toutes  les 
variables  ./;,)',  z,  ...,  il  suffira  d'observer  «juc  dans  une  intégrale  mul- 
tiple la  fonction  sous  le  signe  /'  ne  change  pas  quand  on  change 
l'ordre  des  intégrations.  Telle  est,  en  efï'et,  la  conclusion  à  laquelle  on 
est  immé(]iatement  conduit,  en  considérani  une  intégrale  multiple 
comme  une  somme  d'éléments  qui  correspondent  à  certains  systèmes 
de  valeurs  des  variables  .r,  y,  z,  ...  auN:(|uelles  se  ra[»portent  les  inté- 
grations, c'est-à-dire  à  des  systèmes  de  valeurs  de  x,  y.  z,  ...  compris 
entre  certaines  limites. 

En  résumé,  les  variations  partielles  de  s.  reiatives  au\  variations 
totales  des  variables  a:,  V,  ^ sont  respectivement 


I      f     f     .•■kDyOvd.rdydz. 
/       ^        /        ...  X- 1)3  ^zdxdydz 
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En  leur  ajoulanf  la  variation  partielle  qui  correspond  à  la  variation 
totale  ^k  de  la  fonction  k,  on  obtiendra  immédiatement  la  variation 
totale  de  s,  telle  qu'elle  est  donnée  par  la  formule  connue 

(ô)        0.s=   /      (      j    ...àLrl.rdvdz... 

.'.X  ./i|  .A 

-^  I      f     I    ...A-(I)^qV+  I),  o>  +  I).o.- +.    .)d.rdyHz..  .. 

L'équation  (5)  n'est  pas  la  seule  que  l'on  puisse  substituer  à  l'équa- 
tion (2H)  du  paragraphe  précédent,  dans  la  recherche  de  la  variation 
totale  ùs.  Cette  variation  peut  encore  être  présentée  sous  une  autre 
forme  peu  différente  et  que  nous  allons  indiquer. 

Si  l'on  nomme  [^J  la  fonction  de  j',  y,  z,  en  laquelle  se  transforme 
la  fonction  k  déterminée  par  la  formule  (2),  quand  on  y  considère  //, 
\\w,...,  comme  fonctions  de  x,  y,  z-,...,  on  pourra  exprimer  la 
variation  totale  oA,  à  l'aide  des  variations  totales 

ox,     èy,     èz.      .  .  . 
de  .X,  y,  z,  . . .,  et  des  variations  propres 

des  fonctions  //,  r,  m,  . . .  Effectivement  si  l'on  remplace  dans  la  for- 
mule (28)  du  §  II  la  lettre  s  par  la  lettre  k,  on  trouvera 

(6)  èk=      \)^[k]djr-\-ï)y[k]oY-hDz[k]6z+.    . 

-+-  D^/'/t"      +  \)i,k<fiv      -i-  Dy^,kcfiw   -+-...; 

puis,  en  posant  pour  abréger,  comme  dans  le  paragraphe  précédent. 

(7)  tfik  =:2D,ikJiu  +  D^kcTiv  -\-  l)^^,kJiiv  -}~.  . ., 

on  obtiendra  la  formule 

(8)  èk^Jik  +  i)^[k]ô.r  ^\)y[k]èy  +  D,[k]èz^.... 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  les  notations 

[kèx],     [kdf].     \kèz],      ... 

les  fonctions  de  >z',y,  z.  ...,  dans  lesquelles  se  transforment  les  pro- 
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(luit  s 

/»  o.t\     k  ny.     k  nz.      .... 

quand  on  y  considère'  //,  v,  w, . . .,  comme  tondions  de  x,  j,  z, 
aura  identiquement 

1)  j.  1  k  ]  0.Z-  +  /.-  Da:  Ô^-  =:  1)^  [  A  OX  ]  . 

\}y[k]ày^k\),àyz^Dr[kàyl 


,  on 


(9) 


Cela  posé,  on  tirera  de  l'équation  (5),  jointe  aux  formules  (  8  )  et  (9), 

(  1  o)    5.V  —       /       /       /     ...Sik  d.r  dy  dz  .  .  . 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(  I  j  )  rh  —       /      /       i     .  .  .Sik  dx  dy  dz    .  . 

H-  r     f      f    .  .  .  i)^[  A  do.-]  dx  dy  dz..  . 

-^  f     Ç      C    ...\yy\kdy]dxdydz... 

-h  f    f     f\..Dz[kèz]dxdydz... 
-i- 

Il  nous  reste  à  prouver  que  la  formule  (5)  ou  (i  1  )  s'accorde  avec  la 
formule  (28)  du  précédent  paragraphe.  On  y  parvient  facilement  en 
suivant,  comme  nous  allons  le  faire,  la  marche  adoptée  par  M.  Sarrus 
dans  le  Mémoire  déjà  cité. 

§  VII.  —  Comparaison  des  formules  établies  dans  les  troisième  et  quatrième  para- 
^raplies.  Différentiation  d'une  intégrale  multiple,  relativement  à  une  variable  distincte 
de  celles  auxquelles  se  rapportent  les  intégrations. 

Pour  pouvoir  aisément  comparer  entre  elles  les  formules  générales 
établies  dans  les  paragraphes  précédents,  il   est   d'abord   nécessaire 
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d'exposer  les  règles  de  la  difl'érentiation  d'une  intégrale  multiple  rela- 
tive aux  vai'iables  x,  y,  z,  . . .,  par  iaj)port  à  une  autre  variable  t.  Or, 
ces  règles  se  déduisent  immédiatemenl  de  la  formule  (27  )  ou  (28^ 
du§  V.  En  eiïet,  soi! 

(1)  s=l      I  ..  .kdxflvdz... 

une  intégrale  multiple,  dans  laquelle  X-  représente  une  fonction  don- 
née, non  seulement  des  variables  x,/,  z,...,  auxquelles  les  intégra- 
tions se  rapportent,  mais  aussi  d'une  autre  variable  ï;  et  supposons 
encore  que, V,  x  représentent  des  fonctions  de  /;  i),ydes  fonctions  dex 
et  de  /  :  :,  z  des  fonctions  de  x,  y,  t\  etc. 
Pour  obtenir  la  valeur  de 

dtS  =  l),s  dt, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  de 

il  suffira  de  chercher  la  variation  ^s  de  l'intégrale  s,  en  considérant  / 
comme  seul  variable  dans  les  fonctions  représentées  par  les  lettres 

.V,     x;        i|,     y;       ;,     z;        .,.;       A-; 

puis  de  remplacer  chacune  des  lettres  caractéristiques  0,  £i  par  la 
lettre  caractéristique  Dedans  la  formule (27)  ou (28)  du  §  V.  On  aura, 
en  conséquence, 

/       /      ...  \),/,r/.rdydz 

t'.V       •-    IJ        dz 

+  l)/X      I        /       /      .  .  .  /  dy  dz  -  l),,v      I        /  ...k  dy  dz 

+  /     n,y      I       /      ...ArUdz-         D,,,      I        /      ...fcd.vdz- 

d  X  d  ■  dx  .     Z 

+  r     I      D/Z      I      .../:d.rdy-f     f    D,.     \       ...kd.idy 
+ , 

De  la  formule  (2)  on  peut  tirer  immédiatement  une  autre  formule 
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([ni  sert  à  la  réduction  d'une  intégrale  multiple  dans  laquelle  la  fonc- 
lion  sous  le  sigiu'  /  se  trouve  différentiée  par  rapport  à  l'une  des 
variables  anxqnelles  se  rapportent  les  intégrations.  Ivn  effet,  si  l'on 
intègre  par  rapport  à  l  et  entre  les  limites 

cliaeun  des  termes  de  la  formule  (2),  alors,  en  désignant,  pour 
ahréger,  la  dilférence 


/  —  i        1  =  1 

I    .  -    I    . 


par  la  notation  (') 


{ '  )  Celle  nouvelle  nolation,  analogue  à  celle  dont  les  géomètres  se  servent  pour  repré- 
senter une  intégrale  définie,  permet  de  rendre  plus  siinpies  et  plus  concises  un  grand 
nombre  de  formules  d'algèbre  ou  de  calcul  infinitésimal.  Ainsi,  par  exemple,  en  vertu  de 
la  notation  dont  il  «'agit,  l;i  formula 

/     {),.ii  i/c  =  !(  \)-  ((.V  ), 

.    .V 

dans  laquelle  on  suppose  u  —  ï  Tr),  sera  réduite  à 

/        l),.//,/,/z=        I        ,/; 
.    .V  j-  ^  .V 

pareillement  l:i  formule 

/  /        D)    l>.r  "'/l    '/.'•  —   r(\,   V  )-       f(  N.   I)   1—  f(  A.   V  )  —  li.v     111 

^.Y    .  ' i|  ■  ■  -  .1  • 

dans  laquelle  ou  suppose  //  =  f(./;,  t  1,  sera  réduite  à 

/      /  I),  ]),iif/,^h^  I      „  : 
pareillement  encore  la  formule 

/         /         /       l».-i),   1),  /'  ^  l(  \.  V.  /.  )     -f(\.i|.:)    -    f(.v.  V.i)    ;     fi  .V    II    7) 
—  f(.v.  i(,  t  I  —  ft  .V,  y,  /.  I  —  Il  \.  .|.  /,        I,  X.  v,/  ). 
dans  la<|iielle  ou  suppose  u  —  /V.r,  i ,  :;  ),  sera  réduite  à 

/■  C I 


Dr  I),  I),  '/-  I     „: 


(Mo 


r       X      I-  -  I) 


Ol.mres  ,/r  <  .      -   S.    II.   1.    \||1. 
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<  =  i  /•'    /-^  /•>    /•' 

(3)       I     .s=        /       /       /        /      •••  \hl^'ltcLr<ly,l:.... 

-r-  l),x      I       /       /      ...kdldyrh....-         I),.v      1       /       /     ...kdldydz... 

+  /      /     l),v      r    /     ...Ldldxdz...-  i       /     I),.)      I      /     ...Ldldxdz... 

+  /      /      (     1),//  I      ...kdid.,  <ly...-  i      f     \)t^     \ 

J I      ^ X    •    'I  "  I      •-  -v 


('.) 


.kdldxdx ... 


4- 


el  par  suite,  en  éi^ard  à  la  foi-miile  (i), 

/      /       /       /     ...  \)J.dldjdydz... 
=:      \  ...Ldxdvdz... 

■        t  :        (  Jx      -^',1        -'^ 

_/       /      |),N       1       ^       ...kd/dtdz... 

J/      J  .X  •  - 

-  r'   f     f     1),/'  I   '  ...kdld.rdy.. 


/     f)7.v      I       /       /      .  .  .  /.  dl  dy  dz 
/•'    r'       .''^'.1    /" 

J.  i  '•'■'  i  i 
/■'f  f  i./l^ 

^'/     ^'x   -'w 


/,  dt  d.T  dz  .  .  . 
kdtd.rdr  .  .  . 


D'ailleurs,  il  est  clair  (jue  les  deux  dérivées  l),x,  D,.v  seront,  avee  x 
el  .V,  i\(i>  fonelions  de  la  senle  variable  /;  ({ue  pareillement  D,y,  i),.| 
seront  avec  v  el  <,  des  fonctions  des  seules  variables  /,  x\  ([ueD.z,  1),. 
seront  avec  /.  el  .  des  foin-lions  des  seules  variables,  l,  x,y,  etc.  Donc 
la  formule  (V)  ponrra  encore  s'ecrii'c  comme  il  suil  : 

(.-,)      /'     (      /       (     ...  Wkdl  d.rdydz... 
^     \  j       I      ...kd.rdydz... 

/=  /Jx     .    i\      .    ; 

•  '  ^  =  .V    /  •  y      •  ' 

-  r"  1  '  /  '  /" ■  •  •  /'  '*'^ '^^ '^y '^'-  ■■■^ \     1    /    /  ■•■''  '^'•^' ''^ '^^ '^' ••' 

__f'   T'y    f  ...ki),ydfd.rdz...+  I      I  \'  j      ...k\h^.\dldxdz... 

_  r'   r  /     ^  l"  ...k\hydldxdy...+  \      I      /_  ■      I       ...k\)t^dld.rdy... 
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L'('i[ualioii  (5)  perniL'l  de  réduire  t'acileinenf  la  t'oruiule  fri)  du 
i^  VI  à  la  t'orinule  (28)  du  ï^  \.  Kw  cIlVl,  si,  daus  rccjuatiou  (.")),  ou 
substitu«'à  la  variable/ Tuuc  des  variablcsr,  y,  z,...,  et  à  la  loucliou  /• 
Tun  des  produits 

/.  o.r,     /.  0  )',      /■  0;  ; 
alors,  eu  désii^iiaul  paries  uolalioiis 

|/oV|.       |/.0J|,       |/.0.|, 

placées  il  la  suite  des  earartéristi({ues  1)^,  I),,  D-,  ...,  les  dérivées 
partielles  de  ces  produils,  cousidérés  coiuuie  i'ouclioiis  des  seules 
variables./;,  y,  j ou  Irouvera  suecessiveuieut 


f      il      ■■■  l>.,[/.  o,r|^/./v/Kr/; 


ci: 


.  .  .  L\),,/.rlr,(.v(iy  .  ..   r^       j  |       .  .  . /.  I).,..  a/v/./v/v  .  .  . 


.V    -Il 


(<i)    ( 


f     I     ...l),l/.o.|./)-r/r.  ... 

y    y    c 

—      I         I      ...knv(h... 

y  ^-  «j  •  - 

—  /        I     .../.!),/. or ^/r  . 


Ç"  V  ...l.\).■.ùydy 


i...    \),\kr\z.\dz. 
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D'autre  part  on  aura 

I       /       /     ...hd,(lydz=      \       \       /     ...hoxdvdz—      \       /       /     ... /,6.r  dy  dz, 


y  =  > 

(7) 


I        /      . .  .  /  f\y  dz—      I       /      ...l;èydz—      \       /     ...  A-  èy  dz..., 

V  =  Il  .    ;  .    -  Ji 


j  }      \  y  =  i| 

\...L0Zz,:''^\..l.0Z—'\'...l,0Z. 

De  plus,  dans  la  recherche  des  quantités 

1        /       /.../.  o.r  dydz  ...,  I       /        /     .  .  .  /.  oa-  dy  dz  ..., 

<|ni  rt'|»résent(Mil  les  valeurs  de  l'inlégrale 

•  }■/-•' 
/        /      ...koj-dydz... 

eoi  respiMidanh^s  aux  valeurs  v  el  x  de  la  varial)le  .v,  on  pourra,  eu 
considérant  eelte  inlégrale  comme  une  somme  d'éléments,  couimeu- 
cer  par  réduite,  dans  cliaque  élément,  le  facteur  o./;  du  produit 

/.  n.r 

à  la  valeur  ox  (jue  prend  ce  même  l'acteur  pour  x—  .v  ou  pour  x  =  x. 
Une  remarque  semblable  étant  applicable  aux  intégrales  de  la  forme 

I     .  ..  Adydz  ..  .,  , .  .  , 

on  pourra  aux  formules  (-)  substituer  les  suivantes  : 

I        /        /      .../,  O.r  dydz... 

I        I       I      .  ../.rhdydz  ..  .—      I        /        /      ...hoxdydz...,      ■ 

L    /      ...l>oydz=.      I       /      .../.ow/c-      1        /      ...koydz, 

y  —  \\  '  •"  •  -  «^  - 

I        .  .  .  Loz  .  .  .-1        I        .  .  .  /  OZ  —        I        ...  /.  O;, 
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lilii  verdi  de  ces  dernières,  jointes  aux  équations  (6),  la  formule  (ii  ) 
du  §  IV  donnera 


(9)    os.^  I      J       I     ...J,LcLvdy,lz.. 
I       I      .  .  .  k  o\dy  dz  . 


.r  —  \     ,"}       '  ' 


r  f 

./il  /; 


.  .  k  ox  dy  dz  .  .  . 


•",1 
-f .  /      ■'    1  '•'  I      ...k{dy-\)^\rj.r)d.rd:.... 

—  /  I       /      .../.-(,  01)  -  1)^.  i|  0./)  du  dz  .  .  . 


I    I 


k{6/. —  \)^/.  o.r  —  I),  z  0»')  d.i-  dy 


l^nlin,  |»iiis(|U('  v  cl  x  soni  indépendants  de  a,  y,  z,  ..  .,  tandis  que  i) 
el  V  sont  lonctions  de  .r,  c  cl  /.  l'onctions  de  .2-,  j,  ...,  il  suit  des 
|)rinci|)('s  établis  dans  le  5;  Il  ([tie  les  variations  t(»tales 

o.v,      o\,      oi|,      o\  .      Oi.      n/.y      .  .  . 
des  (jiiantilés 

.V.      \.      i|.      \ .      -,      z,      .  .  . 

sont  liées  à  leurs  variations  propres 

/|,.v,        Si\.       4i|,       J{\.       cTl:,       Sj..        ... 


[tai"  les  foi'rniiles 

ox  =Z  /i,,V 


(lu) 


'    ^'.(  ^^  '^l  W  +"   l^x  ',1  ^^'  1 


o\  ^=  cfiy  -+■  D.i.v  6j\ 


Oc  =r  </[i  -h  D^i  à.r  -+-  1)^;  dy.  07.  -^  éj.  -\-  D^z  o.r  -t-  D.cZ  or, 


Donc  l'écjuation  (^9)  pourra  être  réduite  ;i  la  suivante  : 


(II)     0, 


«•  .V    i' Il    %J  : 


.  .  .jjxd.rdydz  .  . 


■dz 


-  I       /      /     ...k^ixdydz...-     I       /      /     ...kjxdy 

-  /  !       /  -   .  .  .  /  /j  d.r  dz  .  .  .—  I  \       /     ...  kJj,  d  r  dz.  .. 
j      I         I      ...Uy.  d.r  dy .  .  .         f    I  1      ...  /.  /: .  d.r  dy .  .  . 


+ 
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II  y  ;i  plus;  comme  les  varialioiis  propres  des  limiles  (Tune  iiilei^ralc 
multiple,  étiiiil  dues  au  seul  cliangemenL  de  rorme  des  t'oiiclioiis  (jui 
représeutent  ci^s  limites,  seront  nécessairement  d'autres  fonctions  de 
môme  nature,  il  en  résulte  :  i"  (|ue  les  variations  propies 

seront,  avec  .v  et  x,  indépendanles  des  variables  .r,  y,  z,  .. .;  2"  (jue  les 

variations  propres 

4',i,    4y 

se  réduiront,  avec  i|  et  y,  à  des  fonctions  dii.v:  3"  que  les  variations 
propres 

se  réduiront,  avec  .  (;t  z,  à  des  fonctions  de  f,  y,  etc..  Donc  la  for- 
mule (il)  [)ourra  élre  réduite  à  la  suivante 


{{■?.)     o.v  --  /      /      /     .  . .  4/.  f/.c  dv  (Iz 


^  X      .  y 

«./  /    / 

.r--.x    ..y    ..'.  x=.x      o      .'. 

+  ^,\     I       /       1     ..  ./,  dy  dz  .  .  .  —  /^,v     I        /       I     .../,  rl\-  dz .  .  . 

4v      I       /     .  .  .hd.cdz.  .  .—  i     4,,'     1'    /     .  .  .1,  d.i-dz.  . 

«'.v  «^  .  t.  ,v  J :, 

-h  /      \     éy.      I      ...k,Lvdy...—  \      I     Jt. 


.  >^    , .  y       c  —  y, 

did.ir/y 

x     -'l| 

+ 


c'est-à-dire  à  la  formule  ('2S)  du  §  V. 

§  VIII.  —  .Sur /a  varialion  /jarticllc  rf/ii.  pour  une   i/ttr-^ra/r  définie,  simple  on  iindtiplc, 
correspond  an.v  variations  propres  des  fonctions  renfermées  sous  le  si^/ic  j   . 

Soit,  comme  dans  le  i^  V, 

(I)  .v=  (      /      /     ...kdxdydz... 

une  intégrale  définie  multiple,  dans  K'uiuelle  on  ait 

(•'■)  />■  — f(,r.  y.  z //,  r,  .r,    .  .  .), 
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les   lidiilcs    i|,  y   j)()uv;m(  è(re  des   fonctions  (jiiclconcjucs  de  :v,  les 

limites  .,  z  des  roiiclioiis  (jiielcoiHjues  de.r,  y,  ...  :  e(  //,  i',  a- dési- 

i<nan(  des  fonctions  de  .r,  y,  3,  .. .,  don!  la  l'orme  puisse  varier,  tandis 
(jue  la  lettre  f  iiHii(|iie,  au  conli-aire,  une  fonction  de  forme  invariable. 

Si  l'on  nomme 

</L/.-     el     4.V 

les  variations  |)ai'lielles  de  .v  et  de  A",  correspondantes  anx  variations 
propres 

Jl/i.     4c.     cfur,      ... 

des  fonctions  //,  c,  o-,  ...  ;  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (  i>4  j  du  i^  V, 

(3)  cflk=  j      I      ...Sj.>l.vdyd:...., 

.'.V  .A|  -A 
la  valeur  de  Çji  étant 

(4)  4/'  —  l)„/.-4'/  +  1)../.  4('  +  !).,/.  4(r  + 

Or,  en  général,  dans  les  problèmes  dont  la  solution  est  rohjet  du  calcul 
(\ià<<  variations,  les  lonctions 


(I.      r.      tr. 


(|ne    renfei'me    l'expression    ï{x,r,z w,  e,  o,  . .  .  ),   ne   sont  pas 

tontes  indépendantes  entre  elles,  et  plusieurs  de  ces  mêmes  fondions 
se  déduisent  des  autres,  à  l'aifh»  de  diiférenlialions  relatives  \\  .r,  à  j, 
il  ô,  etc.  Cela  posé,  l'expression 

!'(  .-r-.   v,  c- //.  c.  ic.   .  .    ) 

•  levra  être  censée  renfermer  i-énéi'alement,  avec  certaines  fondions, 

//.      c,      ir,       .  .  . , 

dont  les  formes  pourront  varier  arbitrairement,  les  dérivées  parti<dles 

de  ces  fonctions  |)ar  rapport  à  .r,  y,  r Soit  /•  l'iine  (juelconcine  de 

ces  dérivées,  en  sorte  (|u'on  ait,  par  exemple, 

(5)  /■     i);!);"!):'  ...„. 

La    fonction    /•   se   réduira    simplement   à    la    fonction   //,   loiscjue   les 
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nombres  eiificrs  /,  m,  //,  ...  se  rédiiiionl  à  zéro:  e(  le  second  membre 
(le  l'équation  (4  )  se  trouvera  représenté  par  une  somme  de  termes  de 
la  forme 

mais  relatifs,  les  uns  à  la  fonction  m,  les  autres  aux  fonctions  v,  w,  . .  .^ 
qui  pourront  être  successivement  substituées,  dans  la  formule  (5),  à 
la  fonction  a.  En  conséquence,  on  pourra  écrir<'  l'équation  (4)  comme 
il  suit 

(6)  Ak-^Dr^'^L'-^..., 

le  signet  indi([uanl   une  somme  de  ternies  de  la   ménje  forme,  et 

relatifs  à  la  même  fonction  u,  mais  à  divers  systènies  de  valeurs  des 
nombres  entiers  /,  m,  n, Si,  pour  plus  de  commodité,  l'on  pose 

1),/  -r  |{, 
l'équation  (6)  se  trouvera  réduite  ;i 

(7)  J[k  =:^\\  J[r -\- 

Concevons  maintenant  que,  la   valeur  He  /•  étant  déterminée  par  la 
formule  (5),  on  nomme 

lu.      Ir 

les  accroissements  infiniment  petits  de  u  et  de  /•,  dus  seuleujent  à  un 
changement  de  forme  de  la  fonction  //,  et  correspondants  \\  l'accrois- 
sement infiniment  petit  i  d'une  quantité  dont  la  variation  serait  |)rise 
pour  nnilé.  La  formule  (5)  entraînera  l'éfjuation 

/•-4-  ir~  \)',\yi'\y^. . .{,(  ^1,1). 

et,  par  suite,  ré(|uati()ii 

A/— |)'J);"|K'.  ..  A//. 

de  laquelle  on  tirera,  en  divisant  les  deux  membres  par  -., 
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Si,  dans  (îette  dernière,  on  fait  converger  i  vers  la  limite  zéro,  on  verra 
les  rapports 

converger  vers  les  limites  correspondantes 

et  l'on  tronvera  <lélinitivement 

(8)  4^-  — i)',i);"i)i'. ../,//. 

Vu  reste,  la  formnle  (8)  pent  se  dédnire  directement  d'nn  principe 
précédemment  établi  [voir  le  ï^  1\'],  et  en  vertu  dn({uel  on  pent  inter- 
vertir arbitrairement  l'ordre  de  deux  ou  de  plusieurs  opérations  indi- 
quées par  des  caractéristiques  qui  servent  à  exprimer,  les  unes  des 
variations  partielles,  les  antres  des  dérivées  partielles.  I^]n  etlet,  en 
vertu  de  ce  principe,  on  aura 

(())  /LDiD'r  D"  .  •  •  "  =  \)'j)';'\)';...J[u; 

et,  par  suite,  la  formule  (5)  entraînera  la  formule  ((S). 

Si  l'on  substitue  la  valeur  de  P^r,  déterminée  par  la  formule  fH), 
dans  ré(|nation  (;),  on  trouvera 

( lo)  Jik  m  V  R  n^I);«  l)'.^ ...  Jiii -}-...  ; 

puis,  eu  égard  à  cette  dernière,  on  tirera  de  la  formule  (']  ) 

(I  I  )  J[s~  f    f    I    .  .  .  ^  H  D'J);"  l)^  .  .  cT, // .  .  .  dx  dy  (h  -h.... 

on,  ce  (|ui  revient  au  même, 

(12)  4.Çrr.V     /        /        I      ...\\\)'J)';'iyj...JiU...(Udy</z^t.... 

Si  les  variables 

r,      V.      z. 
OEuvres  ./c  r'.  —    S  .   H.  l.    \  1 1 1 .  l6 
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se  réduisent  à  une  seule  r,  on  aura  simplement 

('3)  ^is^^f   \\\)'^Jiud.x-h..., 

Dans  chacune  des  équations  (12),  (i3),  nous  n'avons  mis  en  évi- 
dence que  la  somme  des  termes  relatifs  à  la  fonction  it.  Les  autres 
sommes,  qui  devront  être  ajoutées  à  celles-ci,  seront  de  même  forme, 
mais  relatives  aux  fonctions  i^,  <t-, 

Il  importe  d'observer  que,  dans  la  plupart  des  termes  qui  composent 
les  seconds  membres  des  équations  (12)  et  (i3),  les  variations 
propres 

cflU.        =/[(',        J}JV,         .... 

des  fonctions  //,  i>,  h-,  . . .,  se  trouvent  engagées  sous  les  signes  carac- 
téristiques D^.,  D^,  D^,  ....  Mais  on  peut,  à  l'aide  d'intégrations  par 
parties,  faire  en  sorte  que  ces  mêmes  variations  soient,  dans  chaque 
intégrale  simple  ou  multiple,  débarrassées  de  quelques-unes  des 
caractéristiques 

!),,,     Dv,     1)3 

savoir,  de  celles  qui  indiquent  des  dilîérentiations  partielles  relatives 
aux  variables  par  rapport  auxquelles  les  intégrations  s'effectuent. 
C'est,  au  reste,  ce  que  nous  expliquerons  plus  en  détail  dans  le  para- 
graphe suivant. 


§  IX.  —  Sur  les  récùictioiis  que  l'on  peut  ejjectaer,  à  l'aide  (F  intégrations  par  parties, 
dans  les  variations  d'une  intégrale  définie,  simple  ou  multiple. 

Les  réductions  qui  sont  l'objet  de  ce  paragraphe  se  déduisent  aisé- 
ment de  quelques  formules  très  simples,  que  nous  allons  rappeler  en 
peu  de  mots. 

Concevons  d'abord  que  l'on  représente  par/-  une  fonction  des  deux 
variables  a-,  y  ;  et  nommons  \k]  ce  que  devient  X-  quand  on  y  pose 

y  r=  y, 
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y  étant  une  fonction  données  de  x.  On  aura  identiquement 


\'î.\ 


et  la  valeur  de  la  dérivée 


l)x[Al 


sera  fournie  [lar  une  équation  analogue  à  chacune  des  formules  (i4) 
du  §  III.  Effectivement,  cette  valeur  sera 

pourvu  que  dans  chacune  des  quantités 

1),/..     1),/..     1),/, 

on  pose  V  =  y.  i'^n  d'autres  termes,  on  aura 

1)^    I    X=    I    l),/.  +  l),y    1    1),./,. 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  puisque  D^y  est  indépendant  <le  jv» 


(>) 


y  =  y       y  =  y  y-^  y 

1)^    I    /.=    I    t),./.-4-    I    l),/.l)xN. 


Pareillement,  si  Ton  pose  y  —  w,  \\  désignant  une  nouvelle  fonction 
de  .V,  la  valeur  de  /c,  correspondante  à  la  valeur  i,  de  v,  sera 


et  l'on  aura  encore 

(2) 


y  ^^  w 
I    /' 


y  -  'I     .''  -  'I  y  ~  '.i 

i)^    I    k^    I    1)^/^+    1    I), /.Dxii- 


Enfin,  si  l'on  combine  (Mitre  elles,  par  voie   de  sonstradion,  les  for- 
mules (r)  et  ('2),  alors,  en  ayant  égard  à  l'écjuation  i(len(i(|ue 


on  trouvera 

(3) 


y  -  y       y  =  m       y  ^  y 
1     k-    I  '  /^    I    A , 

y  =  'I 


) -=  V         V  =:  V  v'  =  y  .'    ~  M 
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Supposons  il  présent  que,  dans  les  formules  (i)  et  (2)  tlu  i;  ^ll,  on 
réduise  les  variables  /,  x,  r,  ^, . . .,  à  deux.  On  tirera  de  ces  formules, 
en  remplaçant  /  para;-  et  x  j)ar  j, 


l),,f'/,dy=f'l)^kdf-\-'^\     fcD^y 


Il  est  bon  d'observer  que,  si  les  fonctions 

A'     et    1)^/.- 

sont  des  fonctions  continues  de  v  entre  les  limites/  =  ,,,  y  =  v,  il 
suffira  de  remplacer,  dans  la  formule  (/|),  /-  par  D, J-,  pour  reproduire 
immédiatement  la  formule  (3). 

Concevons  maintenant  que,  k  élant  une  fonction  des  variables 

on  représente  par  ,,  et  y  deux  fonctions  données  de  x;  par  .  et  z  dnux 
fonctions  données  de  x,  y,  etc.  Désignons  d'ailleurs  par 

ou  1  expression 

y  =  y      i;  =  7. 

I  I       .../., 

y  =  Il    -■  =  - 

ou  l'une  de  celles  qu'on  en  déduit  quand  on  remplace  quelques-unes 
des  opérations  qu'indiquent  les  signes 

JK  =  y  z=-.  /. 

par  des  intégrations  effectuées  relativement  à  y,  à  j,  etc.,  entre  les 
limites  écrites  au-dessous  et  au-dessus  de  ces  mêmes  signes;  en  sorte 

que  la  seule  caractéristique 

D 

indique  un  système  d'opérations  auxquelles  on  doit  soumettre  succes- 
sivement la  fonction  k.  Alors  D^- représentera  :  i"  si  les  variables  07,7, 
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-,...,  se  icdiiistMit  il  une  seule  variable  a:,  l'une  des  deux  expressions 

y  =  y  /'> 

1     A",  /     kdx\ 

y  =  Il  "  'i 

2"  si  les  variables  x,  y,  z,  ...,  se  réduisent  à  deux,  .r,  y,  l'une  des 
quatre  expressions 


I  I     A,         I        /     kdz,       i  I     A  r/j.       /      j     kdydz; 


Dans  tous  les  cas,  on  déduira  aisément  des  formules  (3)  et  (4)  la 
valeur  de  la  dérivée  D,.  D  ^.  Ainsi,  en  particulier,  comme  on  tirera 
successivement  de  la  l'ormule  (3), 

V  =:  y     z  =  7.         r  =  >•       -  =  Z         y -■a    z  =  y-  y  ~-  \\      -  -  -  ^ 

J)x    i  I     A=:     1     1)^    I     A  4-     I  I     Al)^/-     I     1),.     I     Al),,, 


et 


J)^    I    A- rz    ,     l),A+     I    l),AI),.z—    I     D.AI)^., 


on  en  conclura  détinitivement 


(•^) 


D^    1  I    A^=        1  1     D^A- 

Y-\\     -  =  -  >'=',!     -  =  i 


+  '  I  '!)/  1  'aI)^.v—    I  "d/^'aD^,, 
+     I  '      'l     |),AI),z-    r        Td^AI), 

y  =  !i  y  =  '.I 


Au  contraire,  on  tirera  de  la  Corinub»  (4) 

(6)    ]).  r  r kdydz -^  r  f  \)j.drd:. 


•r!» 


I»  dz 


+ 


=  >      .'  r=!l    ,•'• 

I      /     AlL-w/c-    I    j^    Al) 


l  I     f<\),v.dy-  i     Al>,.^j. 


126  MÉMOIKE 

Enfin,  on  tirera  do  la  formule  (3),  combinée  avec  la  formule  (4), 
non  seulement 

(7)  l>x    I       /     l^dz=    •    r    /     \)J<dz 

y  ^  '.I  ^~  y  =  ',1  ^- 

y  -y       r'  y-  ii       /•  ' 

4-       I      JVJ       kVS^^dz-       I       |),y       l<\),y;,dz 


y  =  \      z  —  7.  y  —  y     z  =  7. 


mais  encore 


I  1    />l).,,y-    I  ■       I    ÂJ)^., 


^y   z^7.  p\    z  —  t 

I  \     I) ,  /.  I)^  Z  ch—  I     I  )j  X  1)^  i  dy. 


1/ 1 


Généralement,  en  vertu  des  formules  (i)  et  (/{),  /«  dérivée  de  k,  rela- 
tive à  X,  se  composera  de  plusieurs  termes  dont  on  obtiendra  le  premier  en 
rempl(Lçant^  sous  les  signes  f  ou  \  ,  la  fonction  k  par  sa  dérivée  \)j.k.  Les 
autres  termes  se  grouperont  deux  à  deux^  de  telle  sorte  que  les  divers 
groupes  correspondront  aux  diverses  variables  y  ^  z,  . . .,  distinctes  de  x, 
et  que,  dans  chaque  groupe,  les  deux  termes  précédés^  l'un  du  signe  H-, 
r  autre  du  signe  —,  correspondront,  fun  à  la  limite  supérieure,  P  autre 
à  la  limite  inférieure  d'une  même  variable.  Ajoutons  que  les  divers  termes 
seront,  wix  signes  prés,  de  mêmes  formes  et  que  pour  obtenir  l'un  d'eux, 
par  exemple  le  terme  correspondant  à  la  limite  supérieure  v  de  In 
variable  y,  on  devra,  en  vertu  de  la  formule  (3)  ow  (4),  substituer,  dans 
la  valeur  donnée  de  □  de  k,  le  produit  k[)j.y  à  la  fonction  k,  en  rempla- 


çant ou  le  signe 


y  -  y  y  =  y 

y  =  \\ 
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ou  le  signe 

|);ir         I     . 


L 


et  supprimant  (railleurs^  dans  le  second  cas,  la  différentielle  dy. 
On  pourrai!  coiiccvoir  que,  dans  la  t'arach''i'isti(jne  QJ,  l<'s  signes 

I  •     I  ,   ...       ' 

y—\\       ^  —  - 

tussont  modifiés  séparément  ou  simultanément,  de  telle  sorte  que  le 

.'*'  =  y 
premier  se  trouvât  réduit  à  un  signe  de  la  forme    |    ,  ou  le  second  à  un 

Z   ^  7. 

signe  de  la  forme    \    , Alors,  dans  la  valeur  de  D.i.  G  ^^  îi  l'aide  de 

la  règle  que  nous  venons  d'énoncer,  on  devrait  réduire  à  un  seul  les 
deux  termes  correspondants  aux  deux  limites  d'une  même  variable, 
et  conserver  seulemerjt,  dans  le  premier  cas,  le  terme  correspondant  à 
la  limite  y  de  la  variable  j^,  dans  le  second  cas  le  terme  correspondant 
à  la  limite  z  de  la  variable  -,  etc. . .. 

La  dérivée  \)xr\  ^>  calculée  comme  nous  venons  de  le  dire,  se  com- 
posera généralement  de  termes  dont  chacun  sera  de  l'une  des  formes 
que  n  k  pourrait  prendre,  à  cela  près  que  la  fonction  ^*  se  trouvera 
remplacée  par  une  autre,  et  que  la  lettre  caractéristique 

I),     ou    l)„     ... 

pourra  se  trouver  interposée  entre  deux  signes  de  substitution  ou 
d'intégralion.  Mais  il  est  bon  d'observer  que,  dans  ce  dernier  cas,  on 
pourra,  en  recourant  de  nouveau  ii  la  formule  (3)  ou  (4),  se  débar- 
rasser de  toute  caractéristiques  D^  ou  I)^,  ...  qui  précéderait  un  ou 
plusieurs  signes  de  substitution  ou  d'intégration.  Ainsi,  par  exemple, 
pour  se  débarrasser,  dans  la  formule  (5),  de  la  caractéristique  D,  qui 

précède  le  signe    |    ,  il  suffira  d'observer  que  l'on  a,  en  vertu  de  la 

formule  (3), 

I),     I     /.=     I     I), /.-i-     I     |),/|),z-     I     l),/.l),.. 
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et  par  siiile 

y—\        z  —  y.  ]—\  :.  —  ■/. 

I    l>,    I    /.■l).y=    I  "      I    l)v/.l).y 


(9) 


1  I     l),/,l)_,.zl)^.v—    I  I     ])c/.-T),.n^y, 


+     I  I     l),/.l),  zl),.\  -■    I  '        I     l),/.D,.l)^.|. 


Pareillement,  pour  se  débarrasser,  dans  la  formnie  (7),  de  la  caracl»'- 

ristique  1)^  qui  précède  le  signe  d'intégration  /    ,  il  suffira  d'observer 
(|ue  l'on  a,  en  verlu  de  la  formule  (/|), 


et,  par  suite, 


I     1),J     /.|),,v./c=     I     j     \)Jcï),ydz 


A  l'aide  de  semblables  opérations,  répétées  autant  de  fois  qu'il  sera 
nécessaire,  on  finira  évidemment  par  obtenir  une  valeur  de  D^,  □  ;(• 
composée  de  termes  dans  chacun  desquels  les  signes  de  substitution 
ou  d'intégration  ne  seront  plus  jamais  séparés  les  uns  des  autres  par 
l'une  des  caractéristiques  D^,  D^,  ....  On  trouvera  ainsi 

(11)  1)^  D /■  ^-  u  I), /.  +  n,  /.-,  -+-  n„  /.„  + .    , 

en  désignant  par 
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129 


«M  (le 


Dx'.f,     l>x^.      ...     1),^, 


(jui  seront  linéaires  par  rapport  à 

tandis  (|ne  les  caractéristiques 

□,,     □ 

(lésigneronf  des  systèmes  d'opérations  pareils  à  ceini  qu'indique  la 
caractéristique  D,  à  cela  près  que  dans  le  passage  de  n  à  D,  ou 
à  U,,^  •••  •>"  ponrra  l'cmplaccr  ([uelqnes  opérations  par  d'autres,  en 
snhstiluant,  par  ('\cni|»le,  au  signe 

r  =  y 

I    , 


ou  bien  an  signe 


l'un  (les  deux  signes 


r=\        r^'l 


et  snppriniaiil  dans  le  second  cas  la  ditrérentielle  f/v.  Ajoutons  que, 
dans  les  expressions  D,'^',-  Oj>',r  *'''"••••  ''i  dérivée  I),X-  se  trouvera 
tonjonrs  |)récèdée  de  l'nn  des  signes 

V  =  y         y  =  i| 

I       ,  I       , 

cl    januiis   engagée  sons    le    signe  /     (riinc  intégration    relative   à    la 

variable  v;  (jne  pareillcnicnl  ladérivée  D.X-  se  trouvera  lonjours  pré- 
cédée de  l'un  des  deux  signes. 


et  jamais   engagée  sons  le  sijçne  /     d'une    intégration    r(dative   à  la 
variable  :•;  elc. 

OEiifies  ,/i-  C.   —  S.  11.   1.   M  n.  17 
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Concevons  à  présent  <jn<'  l'on  inlègre,  par  rapport  à  la  variable  a-,  et 
entre  les  limites 

.r  z=  x,  .r  =:  X, 

les  deux  membres  de  la  formule  (i).  Alors,  en  posant,  pour  abréger, 

on  trouvera 

(i3)  '   I    n/.=^  r  D  1)^./.-^^-  K, 

.27  =  .V  -  .V 

et,  par  suite, 

(l'i)  f  D\),./.f/jc-J    I     D^  — k. 

Or,  comme,  dans  le  second  membre  de  la  l'ormule  (i-'),  /*,,  /',,  ..., 
représentent  des  fonctions  linéaires  de 

il  est  clair  qu'en  vei-tu  de  l'équation  (i4)»  l'intégrale 

f    ni),/,  r/.r. 

•-  .V 

dans  laquelle  la  dérivée  D,/-  reste  engagée  sous  le  signe  /  d'une  intégra- 
tion relative  à  v,  se  trouvera  transformée  en  une  somme  de  termes 
dont  aucun  n'ollVira  plus  cette  particularité. 

Au  reste,  une   transformation  analogue  est  applicable  à  l'intégrale 

f     Dini),,/.)dr. 

(|(ie  l'on  oblient  en  remplaçant  dans  la  précédente  1),,.^  par  le  produit 

in).,./., 

et  en  supposant  (|ue  le  premier  facteur  R  représente  une  nouvelle 
foncti(tn  At'.T.y,  z En  effet,  comme  on  aura 

l).^(K/.)z=  lU).^/  +  /.  I).,K. 
et  par  suite 

(.5)  lll),/.  =  I)..(H/.)-Xl),n, 
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on  (Ml  coiicliira 

(  1 6  )  /     D  1  K  I ).,.  /.  )  ,lx  -^  I      D  13.,.  (  |{  /■  )  f/.r  —  I      D  (  /,  I ).,  I{  )  c/.r. 

D'autre  pari,  on  tirera  de  la  formule  (lo),  en  y  remplaeani  /•  par  H/-, 

(>7)  f    U\K{n/>)dv=    I     D(l{/)      :x, 

;k  (lésignanl  une  somme  d'intégrales  ndativcs  à  ./-,  mais  dont  aueuiie 
ne  renfermera  1),.^-  sous  le  signe  /.  Doue  la  forriiule  (i())  (Tonnera 

('«)        /    n(i{i),,/.w/.f-=   I    D  (i{/ )  — .-K -W   n(/.  i>,,i{)^/.r. 

Or,  ré(juation  (i8  )  transforme  évidemment  l'intégrale  simjde  ou  mul- 
tiple 

f     n{\{\),,/,)(/.r, 

dans  laquelle  la  dt'rivee  \)j./>  se  trouve  engagée  sous  le  signe  /",  en  une 
somme  de  termes  dont  aucun  n'olïre  plus  cette  particularité. 

n  importe  d'observer  (jue  les  formules  (ii),  (i4)  <'t  (i;)  |)euvenl 
être  étendues  au  cas  où,  dans  la  caractérisli(|ue  G.  <>ii  suhsiitucrait, 
simullanéinent  ou  séparément. 


an  i?iyne       |  ,     l'on  des  signes 


>         '1 


an  si<;iie      |  .     Iini  des  signes      [  ,       |  , 

Dans  le  cas  particulier  (u'i  l'on  a  [J /,■  =  Â-,  les  termes  i-eprésentés 
dans  la  formule  (i  i)  par  n,A-,,  C]J>„,  ...,  se  réduisent  évidemment  à 
séro,  avec  les  sommes  représentées  par  K  et  par  ,K  dans  les  for- 
mules (i4)  et  (  [«S  ).  Doue  alors,  la  forniule  (  i  K  )  se  réduit  à  ré(juati(m 
connue 


<'9) 


-N  .r-\ 

/      \{\),/,rh-      I      |{/.  /      /.l>,IU/,r, 
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à  l'aide  de  laquelle  s'effectue  l'intégratiou  par  parties,  appliquée  à  une 
intégrale  siinph'.  Or,  cette  opération  (consiste  précisément  à  trans- 
former une  intégrale  simple 


.  k  dx , 


dans  laquelle  la  dérivée  D,.X:  d'une  certaine  fonction  k,  ditférentiée  par 
rapport  à  x,  se  trouve  engagée  sous  le  signe  /',  en  une  somme  com- 
posée de  deux  termes  dont  aucun  ne  renferme  plus  cette  même 
dérivée;  et,  comme  l'équation  (i(S)  fournit  une  transformation 
semblable  de  l'intégrale 

^     U{\\\)^k)dx. 

nous  pouvons  dire  que  cette  équation  est,  |)oiir  l'intégrale  dont  il 
s'agit,  la  formule  d'intégration  par  parties. 

Parmi  les  ap[dicati()ns  que  l'on  peut  faire  des  formules  (  i  '|  )  e!  (iH), 
on  doit  remarquer  celles  qui  correspondent  au  cas  où  Ton  suppose 

D/  =^    I     k,         on  bien        Hk-^  /     kdy. 
Dans  la  première  supposition  l'on  a 

ni),/=  7  '>'/•• 

y  =  W 
D'ailleurs,  on  (iie  de  l'équation  {')) 

Kn  iiilégrant  |)ar  rapport  a  r,  entre  les  limites  ,v  et  x,  les  deux  men)bres 
de  la  dernière  équation,  multipliés  par  dx,  on  obtient,  à  la  place  de  la 
formule  (14),  la  suivante 

{■m)         i     '    1  ■|),/../,r=     I  ■     i  ■/. 

-.V     y=-\\  x^x       y=\\ 

—  /         I    I), /,!),,  y  r/.r  -\-  i         1     1), /.!),•.» '/•'^; 
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puis,  l'ii   reiiiplacanl  /•  pur  RA-,  et  ayanl  égard  à  l'équation  (iG),  on 
trouve 


-  f   '    \  'l)v(IU)l)^yfA/;-4-  r       I  'rV(KA:)D;,ifrfx. 
Kiifin,  comme  ou  aura  non  seulement 


et 


mais  aussi 


el 


1=  V  V  ~  V  )'  =  1^ 


^    I    '(D.H  -^l),KI),,V)  ::.!)/    1   \\, 


'  I  '(D,K-t-D,in),.o:---l)j    1''k; 


on  trouvera  encore 


y  =  Il 


—  /         I     )\\)yk\)_,yd.v  +  j         I    RD^^D^.|rf;r 

—  /        I    A-  D^    1    K  dx  +  /        I    A- 1),,    I    |{  d.v. 


Si,  dans  la  t'orniiile  (i>  r),  on  remplace  le  sijîue    |    par  le  signe    !    ,  on 
auia  simplement 


y  =  > 

y    -  1) 


f^  y  —  y  .r  =  X     y  —  y  ^.x  v  -=  v 

I     R  !),/.  da.-:^.     \  I     |{  A  -  /         I     R  [iykii^y  dx 
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Dans  l«^  cas  où  l'on  suppose 


"-  '.I 


on  a 


ci)../.-=ri)./.<v. 

D'ailleurs,  on  tii'e  de  l'équation  (Tj) 

/  ■   1),/.^,-^-  I),.  f    Ldy  --      |"'/,|),y  4-"'  T''/.l).,ll 


y  -  \\ 


"  Il 


En  intégrant  par  rapport  à  x,  entre  les  limites  v,  x,  les  deux  membres 
(le  la  dernière  écjuation,  multipliés  par  dx,  on  obtient,  à  la  plaeede 
la  formule  (i'i\  'a  suivante 


(23)  f      I     \yj,dy  (/.€="  I   '    (     kr/y 

-  I  I     /.|),yr/.r    h  / 


.Y         ^    || 


y  z^  Il 


/.l),,,  r/r 


qui  est  évidemment  comprise,  <'omme  cas  particulier,  dans  la  for- 
mule (5)  du  5;  VII;  [Miis,  en  rem[)laçant  /•  |)ar  KX",  et  avant  éiiard  ii 
l'équation  (t6),  on  trouve 

(  5i/, )         /      f     W  I)., /.  (l.r  dy  r=     I        i    W  /.  dy  —  j       j     /:ï ►.,  15  d,r  dy 

—  /  I      |{/.l)^y^,r  +  /  I     n/.l>,,,|^/.r. 


Les   i'ormules  (-ly^  {■i-i),  (■i\)  son!  celles  (|ue  iournit  l'inlé^ralion 
pai'  [)arties,  a|)pliquée  aux  ex[n'essions  dill'erenlicllcs 


I     \\\)^  /.  d.r\    1  ■  |{  1)^. /.  d.r.      (  /    15 1>.-  /•  <iy  )  dx. 


I 


Il  est  maintenant  facile  de  voir  (|U(dles  sont  les  réductions  (jue  Ton 
peut  efl'ectuer,   à  l'aide  d'intégrations  par  parties,  dans  la  variation 


fc 
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<l'mio  iiilégialc  imilliplf  .v,  relative  aux  variables  j-,  y,  z,  ...,  et  spé- 
cialement dans  la  partie  de  cette  variation  (|ui  dépend  des  variations 
propres  des  fonctions  renfermées  sons  le  sio;ne  /'.  \i\\  elfet,  soient 


ces  fonctions; 


//.      »',      tr, 
v  (^1    \,  i|    ol    \\       -   et   7. 


Y  (^6) 


les  limites  des  intéi^rations  relatives  à  .r,  y,  -,  . . .,  et  /l-v  la  partie  de  o.v 
qui  correspond  aux  variations  propres 

des  fonctions  //,  e,  tr, D'après  re  (|iii  :\  été  dit  dans  le  parapiraphe 

précèdent,  on  anra 

(  ^5  )  '^^■"^y^    (      I      f      ■     ^'  '^--  '^v'  •>''•••  =^L  "  <fr  dy  r/c ...  +  ... , 

cVst-à-dire  ([ne  J\s  se  composera  de  termes  de  la  forme 

f     II     .  .  .  R  [)',  1)'/'  \yi...J[,t  de  dy  d:..  .. 


H  désignant    nn  facteur  (|ni  renfermera  .r,  y,  z,  ...,  u,  e,  iv,  et 

pourra  être  considéré  comme  fonction  des  seules  variables  j-,  y,  z, 

(h-,  en  vertu  d'intégrations  par  parties,  effectuées  à  l'aide  de  la  for- 
mule ([(S),  on  pourra  toujours  rédnire  l'intégrale  ('-Ji  )  à  une  somme 
de  fermes  dont  aucun  n'olTre,  sous  le  signe /d'une  intégration  relative 
à  une  variai»!»'  donnée,  une  dérivée  de  Jlu  relative  à  la  même  variable, 
('/est,  du  moins,  ce  que  l'on  démontrera  sans  peine  à  l'aide  des  considé- 
rations suivantes. 

(loncevons  d'ahord  (|ue  l'on  pose,  dans  ré(|ualion  (  18  ), 


et 


/.  —  |)f/'  |)("IK'  .  ../i//. 


a/:=  f     I     ...l.dvdz... 


Alors  cette  écpiation  transformera  Tinlégrale  (^21)  en  une  sonnue  de 
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lerines  (|ui  rent'ernieroni  la  variation  propre  </[//,  loujours  affeeléo, 
sous  le  signe  /    ?  de  la  caractéristique  I)'',.  '  :  sous  le  sitçne  /     ,  de  la 

caractérisli(|ue  1)^":  sous  le  signe  /    »  de  la  caractéristiijue  J)",  etc. 

Mais,  à  l'aide  de  nouv(dles  intégrations  pai  parties,  efï'ectuées  encore 
à  l'aide  de  la  formule  (  i8),  on  pourra  réduire  sucressiveinenl  la  carac- 
téristique D',  '  aux  car-acléristifjues 

W[^-^,     \V^\     ....     I),. 

el  même  faire  disparaître  finalement,  sous  le  signe  \     '  '^  caractéris- 

liqueD,;.,  appliquée  à  la  variation  </[//.  A  près  cette  dispari  (ion,  on  poiirra, 
en  opérant  toujours  de  la  même  manière,  réduire  successivement,  sous 

le  signe  /    >  la  caractéristique  D"'  aux  caractéristiques 

\yçr\     D'/'-S     ...,     I),, 

puis  faire  disparaître,  sous  le  signe  /    ,  la  caractéristique  D^;  et  conti- 
nu 

nuer  ainsi  jusqu'à  ce  (|u'aucun  terme  ne  renferme,  sous  le  signe  d'une 
intégration  relative  à  une  variable  donnée,  une  dérivée  de  J\u  relative 
à  cette  variable,  ('ette  mélbode  de  réduction,  appliquée  non  seulement 
à  l'intégrale  (i>()),  mais  encore  à  chacune  de  ccdles  que  peut  contenir 
le  second  membre  de  l'équation  (  '->5),  foui'nira  la  valeui-  de  c^s  sous  la 
forme  qu'il  convient  de  lui  donner  ilans  la  solution  des  problèmes 
auxquels  on  est  conduit  par  le  calcul  des  variations.  H  est  bon 
d'observer  qu'api'és  les  réductions  opérées  comme  on  vient  de  le  dire, 
les  dérivées  de  J\u,  J{v, relatives  à  x,  ne  pouvant   être  précédées 

du  signe  /  -,  se  trouveront  nécessairement  |)récédées  de  l'un  d(»s 
signes 

I      ,  i      ^  I      , 

.r  —  .V 

puisque    la   valeur   de   chacun   des    termes   renfermés   dans   c/l.v   doit 
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dépendre  non  de  la  variable  x,  mais  des  linnites  x,  x.  Pour  une  raison 
semblable,  les  dérivées  de  J\u,  cP[v,  ...,  relatives  à  y,  devront  être 
précédées  de  l'un  des  signes 


les  dérivées  de  J\u,  eJ\v,  ...,  relatives  à  la  variable  s,  devront  être 
précédées  de  l'un  des  signes 


Il  est  bon  d'observer  encore  (|ue  toutes  les  réductions  indiquées  se 
déduisent  de  la  formule  (t5),  jointe  à  la  règle  qui  sert  à  déterminer  la 
valeur  générale  d'une  expression  de  la  forme  D^n^^-  Donc,  cette  for- 
naile  et  celte  règle  offriront  toujours  le  moyen  de  réduire  un  ternie 
quelconque,  pris  au  hasard  dans  la  variation  d'une  intégrale  multiple, 
à  la  forme  convenable.  Pour  vérifier  cette  assertion  sur  un  exemple, 
supposons  que,  l'intégrale  multiple  s  étant  relative  à  trois  variables  x, 
y,  ^,  la  fonction  sous  le  signe  /  renferme,  avec  x,  y^  s,  une  fonction  u 
de  a;,  r,  z,  et  ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres,  par  conséquent 
la  dérivée  du  troisième  ordre 


(27) 


D^UvDc" 


Alors  cfls  renfermera  un  terme  de  la  forme 


éir  dxdy  dz. 


Il  y  a  plus  :  si  la  fonction  sous  le  signe   /',  dans  l'intégrale  donnée, 
dépend  uniquement  de  a:,  y,  z  e(  /•,  on  aura  simplement 


(■i«; 


Jis=  f      f     I     }\Ardxilyi{: 


(iLuvret  t/e   C.    —    S.   II,   t.    XIII. 


18 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  égard  à  la  formule  (27), 


(29) 


Jis—  f     r    I    H  1)^ \)y \).A "  dx dy dz. 


Or,  pour  réduire  cette  valeur  de  J{s  à  la  forme  convenable,  il  suffira  de 
recourir  à  la  formule  (i5)   et  à  la  rèi»le  qui  fournit  la  valeur  des 
expressions  de  la  forme  D  D^i^',  en  opérant  comme  il  suit. 
On  aura  d'abord,  en  vertu  de  la  formule  (i  >), 

et,  par  suite,  l'équation  (29)  donnera 
(3o)  c/l.s=       f     f     I     ^yA^''^\y^^z'f^.ii)d-rdfdz 

-  /     f    f   \^x  Y\\^y\^:Ai'    dxdydz: 
De  plus,  en  vertu  de  la  règle  ci-dessus  rappelée,  l'intégrale 

f     f   l)^(I{lJ,l),cr.//)r/y^/c 
'.I      * 

représentera  le  premier  terme  de  la  valeur  de  l'expression 

On  aura  effectivement 

I).,  f     f  IU),I)=4//^,V^:: 

■'i(    '-'- 

=-  f       f    i).r{\\\^r\)z'^LH)dzdr 
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'  ',1  W 

ot,  par  suite,  en  inléj-rant  |)ai'  rapport  à  x,  entre  les  limites  v,  x, 
cha(|ue  terme  multiplié  par  dx^  on  obtiendra  l'équation 

f      f      f    \):c{\^\)y\)~JJl)djC  dv  dz 

«-   ,V       "^  1)       «^i 

=     \  li  l)  y  U.cfi  a  dydz 

-  f      r       '     l<  l>x/-  l»y  \h^["  d.idv  -V-  j      j         I     II  l)^.c  I),  l),cf,//f/,cr/»-, 

évidemment  comprise  comme  cas  particulier  dans  la  l'ormule  (5)  du 
cinquième  paragraphe.  Donc  ré(|uation  (  io)  pourra  être  réduite  à  la 
formule 


(3i 


)   Sis='C    f     f    \\i)y\),<findydz-  1      l     f    \)A\\h\'i-J.udxdydz 

—  \  \\\),\\),\).Jjid.rdz^  I      I     \\\),,,,\)J).Jjtd.rdz 
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dans  laquelle  aucun  terme  du  second  membre  n'offre  la  variation  propre 

Jlu  précédée  de  la  caractéristique  D^;,  sous  le  signe  /     d'une  intégra- 

fion  relative  à  la  variable  x. 

Si  maintenant  on  veut  faire  en  sorte  qu'aucun  ternie  ne  renferme  la 

variation  c/1  m  précédée  de  la  caracléristique  D,,  sous  le  si^ne  /     d'une 

■  'J 
intégration  relative  à  la  variable  v,  il  suffira  de  lecourir  de  nouveau  à 

la  formule  (i5)et  à  la  règle  ci-dessus  rappelée;  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  il  suffira  de  recourir  aux  formules  (-22  et  ('24)  desquelles  on 

tirera 

f      1  \\])J).<fiii(/yrh=     ]■      f    l\]),cfii/r/z~  1       f    UyHD.yjir/jr^z 

—  I      lil)vZl)./L"rfj4-    /  I      \M)y^cfiudj, 

f     f   \)^nDyî),<r,udydz=     1'     f    l)^{{]),^,ar/z~   (      f    ï)J)yh]),Jiudjdz 

—  j         I     l)^[{\)y7A),cfiar/y 

^t  z  =  z 

/        I    RD^zDyD^cfiudy 


y  =  3      z  =  7. 


WD^zD.^u—  1        !     RI)   7DyZ\)lJ^^ndy 


r       I    nD^zDyD.cTif/d) 


"  1) 
r 


y  =  \     z  =  i  ^y  z  =  t 


/     Dji/r  KDx^)^    D,cfi,udy: 
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et,  par  siiitp, 

(32)    Jis=^    \        ^   T     j    HD,J[n(/z 

.r=:x      nsz-/.  x-x     ^yz-z 

■r—xJ^:^  x  —  .xJ^ 

^'^  y-y     z  =/.  ^x  V      V     ;  -  : 

—  /  I  I     H  I), /.!),-/, //r/.r    h  /  f         I     Ul)^:l)-///r/.r 

-/  I       /      \\\^x>\^y\\Ai'd.vdz^  ^  I       /      R!)^>,  l),.l)3=/i,^/r/,rr/3 

+  /      ^         I    RI)^zI)^/.l)!/,//r/.;v/r-  /       /         I    \\\S^A)y.\)Uudœdy 
+  /       /      /      IVr  n.v  R  IK-/L  '/  dx  dy  di 


•   .r    .1) 


-  .,     .    ; 


Enfin,  si  l'on  veut  faire  pn  sorto  (jue,  dans  les  valeurs  de  ^.y,  aucun 
terme  ne  renferme  la  variation  ^iji,  précédée  de  la  caractéristique  D^, 

sous  le  signe   /     d'une  intégration  relative  à  z,  il  suffira  de  recourir  à 

la  formule  (i5)  et  à  la  règle  ci-dessus  rappelée,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  la  formule  (19),  de  laquelle  on  tirera  non  seulement 

/  WX^.j^udz-    I  Wsji      I  \).\{crjtdz, 

j    \\r      WD.cT^udz—    1    \),      ]\j^/,-^f])^      \),n<rudz. 

/       \yA{\).j[i(dz—  \       \)j{jj,     j       I),  i)j{<//./3, 

j  \):,Dyn\).^Jll/dz=  I  !)J)J{/t'/  /  \);c\\s\^J\crj,dz, 


IV2 

mais  encore 
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/         \\\)yl).J^,udz=    I       HD,     Jiu—f         \).ni)yJ^iudz, 


et,  par  suite, 

x  =  \    y  =  y 


■  ^  j'  =  y   -  =  z 


(3;^)    cfis=     I  I  I    KJ^t''—  /         1  I    D-cliJln  d.i- 

x  =  x    y-\\     z  =  z  Jx    y  =  [\     -  -  - 


r>y  z  =  \  x-=\    y^y     r.' 

/  1      \)yl\Jiudv~     I  I         /      D.WcTjtr/z. 


37  =  .V 

«  X  y  =  y       S  =  / 


|{  \)j^\\)yJiudx 


■£ 


y  = 


y  =  y     z  =  7.  .y^y^y 

I  I      l\\)^7A):J'iUdj^'-^    /  I 


"  X      «^    l| 

+  ff       I     II  I )^5DvZl) :</!,« ^.tv//—/      r      I     \\\)^A),^\):Aud.rdy 

^X     ^  \i  '^  X      ^  {\ 


x  =  \ 


I       /       /    \)y\)-l\Jiiidrdz+  I       /      \)^l).\\Jjidxdz 

^X  "-Il  -3    =^    i  «^.V  «^     I)  ^     - 

Si  l'on  supposait  simplement 

(34)  s=  I      r    I    rd.rdydz, 

la  valeur  de  /•  étant  l'ournie  par  l'éijuation  i'i'j),  on,  ce  (|ui  revient  au 
même, 

(35)  ■  .s=ff(    l)j,l)y\),udj:dydz. 
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alors  011  Iroiivcrail 

et,  par  suite,  réqnalioii  (3))  se  réduirait  :i  la  suivante 

(36)   cffv-^     \  \'         \    J[n 

X  =  .v     .1—  'I  C  — ; 

/»XT  =  V  5=:/.  /^xv  —  'I  -  =  Z 
—     /        "       r             I       l)x.vl),4'/^/.C  +    /        "       I  i       l)_,.,i\),Jltl(/.f 

<    ,v  c  =  c  «^  ,v  c  =  ; 

J^  X  1-  —  V        -  =  /,  ^.x   y=\        z  —    - 

"     r  I     l)a,.zl),Ji,//^/.r  +  /      ■     1  I     l).,..l)./;//rAr 

—     I       /         I     l)^-7.I),/L//^/r  4-     i       /         I     Uyz\),Jli(dy 

Les  diverses  formules  obtenues  dans  ce  dernier  paragraphe  ne 
durèrent  pas,  au  fond,  de  celles  qu'a  obtenues  M.  Sarrus.  Seulement, 
elles  se  trouvent  simplifiées  par  l'emploi  delà  notation  à  laquelle  nous 
avons  eu  recours,  en  écrivant  les  deux  valeurs  que  reçoit  successive- 
ment une  même  variable  en  liant  et  en  bas  d'un  même  signe  de  substi- 
tution (*). 

Nous  bornerons  ici,  pour  le  momeni,  l'exposition  que  nous  voulions 
faire  des  principes  généraux  qui  nous  paraissent  devoir  servir  de  base 
an  calcul  des  variations.  Dans  d'autres  Mémoires  nous  développerons 
ces  mêmes  principes,  et  nous  les  appliquerons  à  la  solution  de  divers 
problèmes. 


(*)  Ayanl  eu  l'occasion  de  parler  à  M.  Sarrus  de  ces  nouvelles  reciierches  relatives  au 
calcul  des  variations,  et  de  la  notation  que  je  propose,  j'ai  appris  de  lui  que  l'idée  d'ac- 
coler à  un  signe  unique  deux  valeurs  particulières  d'une  variable,  pour  exprimer  la  dill'é- 
rence  entre  deux  valeurs  correspondantes  d'une  même  fonction,  s'était  aussi  présentée  à 
son  esprit.  Mais  celle  idée,  et  les  formules  (lue  M.  Sarrus  avait  obtenues  en  la  réalisant, 
n'étaient  ni  transcrites,  ni  mentionnées  dans  le  Mémoire  couronné  par  l'Académie.  D'ail- 
leurs, la  nouvelle  notation  se  trouve  complètement  en  harmonie  avec  celle  qui  est 
aujourd'luii  généralement  adoptée  pour  la  représentation  d'une  inléirrale  définie,  prise 
entre  deux  limites  données. 


SUR  LE 

MOUVEMENT   UE  ROTATION  VARIABLE   D'UN  POINT 

OUI  HEI'HKSENTE,  DANS  L'N  PLAN  DONNÉ,  LA  l'UOJECTION  D'UN  Al'TUE  POLNT  DOUÉ 

DANS    i/kSPACE 
U'UN    MOUVEMEiNT    DK    HOTATIOX    UNIFOHMK    ALTOl  R    1>'L\    CKRTAIV    A\l-: 


Supposons  (ju'iin  point  mobile  A  tourne  autour  d'un  axe  fixe  00', 
de  manière  à  décrire  un  cercle  autour  de  cet  axe.  Supposons  encore 
que  la  vitesse  du  point  mobile  soit  constante,  ou,  en  d'autres  termes, 
que  le  mouvement  du  point  soit  ce  qu'on  peut  appeler  un  mouvement 
de  rotation  uniforme.  Rapportons  les  différents  points  de  l'espace  à 
trois  axes  fixes  et  rectangulaires.  Prenons  pour  origine  des  coordonnées 
un  point  0  de  Taxe  de  rotation,  et  supposons  chacun  des  demi-axes 
des  coordonnées  positives  dirigé  dans  un  sens  tel  que  les  projections 
du  point  mobile  A  sur  les  plans  coordonnés  soient  animées  de  mou- 
vements de  rotation  directs  autour  de  l'origine. 

Enfin,  soient 

r  la  distance  du  point  mobile  A  à  l'origine  des  coordonnées; 

s   la  distance  du  même  point  à  l'axe  fixe  00'; 

(o  la  vitesse  absolue  du  point  A; 

y.  sa  vitesse  angulaire  autour  de  l'axe  00'; 

A,  a,  V  les  angles  que  forme  avec  les  demi  -axes   des  coordonnées 
positives,  l'axe  fixe  prolongé,  à  partir  du  point  0,  dans  une  cer- 
taine direction  00'  choisie  de  manière  (jue  le  mouvement  de  rota- 
tion ait  lieu  autour  de  cet  axe  de  droite  à  tranche. 
Soient  de  plus,  au  bout  du  tenjps/, 

X,  y,  z  les  coordonnées  du  point  A;  et 
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z/,  V,  w  les  projections  algébriques  de  la  vitesse  w  sur  les  axes  coor- 
donnés. 

Concevons  d'ailleurs  que  la  vitesse  absolue  œ  et  la  vitesse  angulaire  h 
soient  représentées,  la  première,  en  grandeur  et  en  direction,  par  une 
certaine  longueur  AB  portée  à  partir  du  point  A  sur  la  tangente  au 
cercle  que  ce  point  décrit;  la  seconde,  en  grandeur  seulement,  par 
une  longueur  OC  portée  sur  l'axe  de  rotation  et  à  partir  du  point  0 
dans  la  direction  00'.  On  pourra,  en  prenant  un  point  quelconque  de 
Tespace  pour  centre  des  moments,  construire  le  moment  linéaire  de 
la  vitesse  angulaire  «  représentée  par  la  longueur  OC.  Cela  posé,  il  est 
clair  que  la  vitesse  absolue  o),  mesurée  par  le  produit 


et  dirigée  suivant  un  plan  perpendiculaire  au  plan  AOC,  de  manière  à 
faire  tourner  le  point  A  de  droite  à  gauche  autour  du  demi-axe  OC, 
coïncidera  en  grandeur  et  en  direction  avec  le  moment  linéaire  de  la 
vitesse  angulaire  «   Donc,  les  projections  algébriques 


(le  la  vitesse  cd  seront  équivalentes  aux  projections  algébriques  du 
moment  linéaire  de  la  vitesse  «.  Mais  ces  dernières  projections  chan- 
geraient évidemment  de  signe,  si  l'on  échangeait  entre  eux  le  centre 
des  momenis  A  et  le  point  0  à  partir  duquel  se  mesure  la  longueur 
destinée  à  représenter  la  vitesse  x.  Donc,  les  quantités 

seront  égales,  aux  signes  près,  aux  projections  algébriques  du  moment 
linéaire  de  la  vitesse  «,  si,  en  prenant  l'origine  pour  centre  des 
moments,  on  représente  la  vitesse  «  par  une  longueur  portée  à  partir 
du  point  A  dans  une  direction  parallèle  à  00'.  Mais  alors,  cette  lon- 
gueur ayant  pour  origine  le  point  dont  les  coordonnées  sont^r,  y,  z,  et 
pour  projections  algébriques  les  trois  quantités 

acosX,     acosp.,     «cosv, 
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le  moment  linéaire  de  la  vitesse  a  aura  lui-môme  pour  projections  algé- 
briques les  trois  produits 

«(ycosv  —  «cos/j.),     8(3  cosX  —  xcosv),     «(^cosfz  —  ycosX). 

Donc  ces  trois  produits,  pris  en  signes  contraires,  reproduiront  les 
valeurs  de  u,  f,  w,  et  Ton  aura 

[     u  :=  —  «(  K  COSV    —  S  COSfx), 
(j)  <     V  =:  —  H  {  Z   cou'/.  — J7C0SV), 

(   IT'=: — 8(a;cos/x — vcos/). 

Soit  maintenant  P  la  projection  du  point  A  sur  le  plan  des  .r,  j;  et 
nommons 

p  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  P; 

6  l'angle  décrit  par  ce  rayon  vecteur  au  bout  du  temps  t; 

u  la  vitesse  angulaire  du  point  P,  dans  le  plan  des  x,  y. 

On  aura  évidemment 
(2)  u  =  D,9; 

et,  comme  on  trouvera  d'ailleurs 


par  conséquent 


on  en  conclura 


//  —  l)iX  =  cosSDip  —  p  sii)  9\)(9, 
ç  =  Diy  =  sinôD^p  +  p  cos6I);9, 

pDiO  ^  ^'  cos9  —  1/  sin9. 


On  aura  donc,  par  suite, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(3) 


('  cos9  —  u  s\n9 


vx'  —  1/  V 


xMais,  d'autre  part,  on  tirera  des  formules  (i) 

(4)     c.r  —  uy  —  H{{.v'-\-y^+  z^)  cosv  —  z{.vcosl  4- y  cos/ul  -1-  ;cosv)]; 

et,  comme  en  nommant  0  l'angle  l'orme  par  le  ravon  vecteur  /•  avec  la 
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direction  00',  on  a 

.^^  cosÀ -+- y  cosu -h  :;  cosv 

coso  = i , 

/■ 

l'équation  (4)  pourra  être  réduite  à 

vx  —  Il  y  =  a(/'^  cosv  —  rz  cosô). 
Donc,  la  formule  (3)  donnera 
,^.  r^  cosv  —  /•-cosô 

(  D  )  -J  =  8 

Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait  coïncider  l'origine  0  des  coor- 
données avec  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur 
l'axe  fixe,  alors,  l'angle  o  étant  un  angle  droit,  on  trouvera 


et,  par  suite. 


COSÔ  =:  O 

r- 


(^5)  -J^-v^COSV. 

Enfin,  si  l'on  nomme  t  l'angle  que  forme  le  rayon  vecteur  /-  avec  sa 
projection  p,  on  aura 

p  =:  /'COST. 

Donc,  la  formule  (6)  donnera  encore 

,    ,.  «cosv 

v7)  "-'  = r-' 

cos-r 

et  l'on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

TiniORÈME.  —  Si  un  point  A,  doué  d'un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme autour  d'un  axe  fixe,  est  projeté  sur  un  plan  fixe  donné,  la  vitesse 
angulaire  variable  du  point  projeté  V ,  et  la  vitesse  angulaire  constante 
du  point  A,  seront  entre  elles  dans  le  rapport  qui  existe  entre  le  cosinus 
de  r angle  que  le  plan  donné  forme  avec  le  plan  du  cercle  décrit  par  le 
point  A,  et  le  carré  du  cosinus  de  l'angle  que  le  rayon  du  cercle  forme 
avec  la  projection  sur  le  plan  donné.. 

Au  reste,  on  pourrait  arriver  encore  très  facilement  au  théorème 


DE  ROTATION  VARIABLE  D'UN   POINT.  U9 

précédent  par  une  autre  méthode  que  nous  allons  indiquer  en  peu  de 
mots. 

Considérons,  dans  l'espace,  un  triangle  dans  lequel  deux  côtés, 
représentés  par /•  et  /•',  comprennent  entre  eux  un  certain  angle  />,  et 
projetons  ce  triangle  sur  un  plan  fixe  qui  forme  avec  le  plan  du  triangle, 

l'angle  v.  Nommons 

pî    p''    ? 

les  projections  des  côtés  r,  /•'  et  de  l'angle/?,  el 

les  angles  que  les  côtés  r,  et  r'  forment  avec  leurs  projections  respec- 
tives p,  p'.  Les  surfaces  du  triangle  donné  et  du  triangle  projeté  seront 
respectivement  mesurées  par  les  produits 


— /•/•  SI  no, 

2 


-  pfj  sm  o  ; 


et  comme  le  rapport  de  la  seconde  surface  ii  la  première  devra  se 
réduire  à  cos  v,  on  on  conclura 


00    snic;» 


=::  COSV, 


smo        rr 

—. nr  rCOSV. 

<\up        pp 


rr   sm/? 
Comme,  d'autre  part,  on  aura  encore 

pizr/-COST,  p'=:r' COS-', 


on  en  conclura 

(8) 


S1119 
sin/) 


COSV 


COST  COS. 


Concevons  maintenant  que  />,  9  se  réduisent  aux  très  petits  angles 
décrits,  à  partir  de  la  fin  du  temps  /,  et  pendant  un  instant  très  court  It  : 

i**  par  le  rayon  vecteur  r  animé  d'une  vitesse  angulaire  constante  «; 
2"  par  la  projection  p  de  ce  même  rayon  vecteur;  alors,  en  nommant  u 
la  vitesse  angulaire  de  cette  projection,  on  aura  sensiblement,  pour  de 
très  petites  valeurs  de  A/, 


sni9 9  y 

siM/>       P  ~    ^ 


el 


COST 


^1 


COST. 


Donc,  en  raj»procliant  indéfinimcnl  M  de  la  limite  zéro,  on  tirera  de  la 
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formule  (8) 

,      ,  !J  COSV 

(9) 


COS^T 


et  Ton  se  trouvera  ainsi  ramené  à  la  formule  (7). 

Nous  allons  maintenant  énoncer  plusieurs  conséquences  qui  se 
déduisent  immédiatement  de  la  formule  (7),  et  qui  paraissent  mériter 
d'être  remarquées. 

Le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  angles  aigus  compris  entre  le 
rayon  vecteur  /■  et  sa  projection  sont  évidemment  o  et  v.  En  d'autres 
termes,  les  valeurs  maximum  et  minimum  de  cost  sont  i  et  cosv. 
Donc,  par  suite,  les  valeurs  minimum  et  maximum  de  u  seront 

8 
«  cosv, 


cosv 


et  la  moyenne  géométrique  entre  ces  deux  valeurs  sera  précisément  «. 
On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Si  un  point  A,  doué  (fun  mouvement  de  rotation  uni- 
forme autour  d^un  axe  fixe,  est  projeté  sur  un  plan  fixe  donné,  la 
moyenne  ^éomélrique  entre  les  valeurs  maximum  et  minimum  de  la 
vitesse  angulaire  variable  du  point  projeté  sera  précisément  la  vitesse  angu- 
laire constante  du  point  A.  De  plus,  la  vitesse  angulaire  variable  du  point 
projeté  aura  pour  valeur  mAmmnm  celle  qu'on  obtient  lorsque  la  vitesse 
angulaire  constante  du  point  A  est  représentée  par  une  longueur  portée 
sur  V  axe  de  rotation,  puis  projetée  sur  un  axe  perpendiculaire  au  plan 
donné. 

Avant  de  quitter  ce  sujet,  nous  observerons  que  la  méthode  à  l'aide 
de  laquelle  nous  avons  établi  les  formules  (i)  a  été  depuis  longtemps 
employée  par  nous,  soit  dans  les  Leçons  données  à  l'école  Poly- 
technique, soit  dans  les  Exercices  de  Mathématiques.  Nous  ajouterons 
que  de  cette  méthode  on  peut  aisément  déduire  ce  qu'on  appelle  la 
composition  des  mouvements  de  rotation.  Effectivement,  supposons  la 
vitesse  angulaire  «  d'un  point  A,  qui  tourne,  au  moins  instantanément, 
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autour  d'un  axe,  représentée  par  une  longueur  portée  sur  ce  même 
axe.  Non  seulement,  comme  nous  l'avons  rappelé,  la  vitesse  absolue  co 
du  point  A  sera  ce  que  devient  le  moment  linéaire  de  la  vitesse  «, 
quand  on  prend  pour  centre  des  moments  le  point  A;  mais  il  suit  de 
cette  proposition  même,  que  si  la  vitesse  angulaire  «  peut  être  consi- 
dérée comme  la  résultante  de  plusieurs  autres  vitesses  angulaires, 
relatives  à  divers  mouvements  de  rotation  instantanés  autour  de  divers 
axes,  et  représentées  par  des  longueurs  portées  sur  ces  mêmes  axes, 
il  suffira  de  composer  entre  elles  les  vitesses  absolues  correspondantes 
du  point  A,  pour  obtenir  la  vitesse  absolue  w.  Ainsi,  en  particulier, 
puisque  la  vitesse  angulaire  «,  mesurée  sur  un  demi-axe  00'  qui 
forme,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  les  angles  X,  [x, 
V,  peut  être  censée  avoir  pour  composantes  trois  vitesses  angulaires 
mesurées  sur  les  axes  des  a),y,  z,  et  représentées  par  les  projections 

algébriques 

acos>,,     8C0S/JL,     «cosv, 

de  la  longueur  a  sur  ces  mêmes  axes;  nous  devons  conclure  que  la 
vitesse  absolue  d'un  point  tournant  de  droite  à  gauche  autour  de 
Taxe  00'  avec  la  vitesse  angulaire  «,  est  la  résultante  des  trois  vitesses 
absolues  que  pourrait  prendre  le  même  point,  si  on  le  faisait  tourner 
successivement  de  droite  à  gauche  autour  de  chacun  des  axes  des  ir, 
r,  z,  prolongés  dans  le  sens  des  coordonnées  dont  les  signes  sont  ceux 

des  quantités 

«cos>v,     «cosp,     «cosv, 

en  supposant  d'ailleurs  la  rotation  autour  de  chaque  axe  effectuée 
avec  la  vitesse  angulaire  qui  correspond  à  ce  même  axe. 

Au  reste,  la  même  conclusion  pourrait  être  tirée  immédiatement  de 
cette  seule  considération,  que  les  seconds  membres  des  équations  (i) 
sont  des  fonctions  linéaires  des  trois  quantités 

«cos/,     Hco-^jn,     acosv. 


NOTK 


TllÉOnÈME  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


On  coniiail  rélégant  théorème  de  géométrie  analytique  (jui  l'ournil 
le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  deux  droites  dont  les  positions  sont 
déterminées  ii  l'aide  des  cosinus  des  angles  que  forment  ces  droites 
avec  trois  axes  rectilignes  et  rectangulaires.  Suivant  ce  théorème,  si 
l'on  multiplie  l'un  par  l'autre  les  cosinus  des  deux  angles  que  les  deux 
droites  forment  avec  un  même  axe,  la  somme  des  trois  produits  de 
cette  forme,  correspondants  aux  trois  axes,  sera  précisément  le  cosinus 
de  langle  compris  entre  les  deux  droites.  Concevons  maintenant  que 
les  trois  axes  donnés,  cessant  d'être  rectangulaires,  comprennent 
entre  eux  de>  angles  (luelconques,  et  au  système  de  ces  trois  axes 
joignons  un  second  système  d'axes  respectivement  perpendiculaires 
aux  plans  des  trois  premiers.  Les  axes  primitifs  seront  eux-mêmes 
perpendiculaires  aux  plans  formés  par  les  nouveaux  axes;  et  les  deux 
systèmes  d'axes  seront  ce  que  nous  appellerons  deux  systèmes  d'axes 
c()njui>iiés.  Nous  dirons  en  particulier  (jne  l'un  de  ces  axes,  [)ris  dans 
l'un  des  deux  systèmes,  a  \w\\r  conjugué  celui  des  axes  de  l'autre  sys- 
tème qui  ne  le  coupe  pas  à  angles  droits.  Cela  posé,  le  théorème  rap- 
pelé ci-dessus,  et  relatif  à  un  système  d'axes  rectangulaires,  se  trouve 
évidemment  compris  dans  un  théorème  général  dont  voici  l'énoncé  : 

l'iiKor>KMi:.    —    Considérons,    dUine  part,   deux   droites  quelconques' 
d'autre  part,  deux  systèmes  d'axes  conjugués.  Supposons  d'ailleurs  qu'en 
attribuant  à  chaque  droite  et  à  chaque  axe  une  direction  déterminée,  on 
multiplie  Vun  par  Vautre  les  cosinus  des  angles  que  forme  un  are  du 

Œuvrrs  dr   C.     -    S.    II.    l.    XIU. 
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premier  système  avec  la  première  droite,  et  l'axe  conjugué  du  second  sys- 
tème avec  la  seconde  droite,  puis,  cjue  l'on  divise  le  produit  ainsi  obtenu 
par  le  cosinus  de  l'angle  que  ces  deux  axes  conjugués  comprennent  entre 
eux.  La  somme  des  trois  quotients  de  cette  espèce,  correspondants  aux 
trois  couples  d'axes  conjugués,  sera  précisément  le  cosinus  de  V angle  com- 
pris entre  les  deux  droites  données. 

Pour  démontrer  immédialeiiiejil  ce  théorème,  il  suflil  de  projeter  la 
première  droite  sur  la  seconde,  en  observant  que  cette  droite  peut 
être  considérée  comme  la  diagonale  d'un  parallélipipède,  dont  les 
arêtes  seraient  parallèles  aux  axes  du  second  système. 

Il  est  bon  d'observer  qu'on  peut  écbani4er  entre  elles  les  deux 
droites  données  sans  échanger  entre  eux  les  deux  systèmes  d'axes; 
d'où  il  suit  que  le  théorème  énoncé  fournit  deux  expressions  difîerentes 
du  cosinus  de  Pangle  renfermé  entre  les  deux  droites. 

On  pourrait  aussi,  au  cosinus  de  l'angle  que  former  un  axe  du  second 
système  avec  la  seconde  droite  ou  avec  l'axe  conjugué  du  premier  svs- 
tème,  substituer  le  sinus  de  l'angb'  que  c<'lte  droite  ou  cet  axe  con- 
jugué forme  avec  le  plan  des  deux  autres  axes  du  seconil  système. 
Toutefois,  en  opérant  cette  substitution,  ou  devrait  convenir  de 
regarder  l'angle  formé  par  une  droite  avec  un  plan  tantôt  comme  positif, 
tantôt  comme  négatif,  suivant  que  la  direction  de  cette  droite  pourrait 
être  représentée  par  une  longueui'  mesurée  ii  partir  du  plan  donné, 
d'un  certain  côté  de  ce  même  plan  ou  du  côté  opposé.  On  se  trouverait 
ainsi  ramené  à  une  formule  qui  ne  difîère  pas  au  fond  de  celles  qu'oui 
proposées,  pour  Ja  transformation  des  coordonnées  obliques,  divers 
auteurs,  et  spécialement  M.  Français,  On  pourrait  d'ailleurs,  de  ces 
dernières  formules,  revenir  directement  au  théorème  énoncé.  Ainsi  ce 
théorème  peut  être  considéré  à  la  rigueur  comme  implicitement  re;i- 
fermé  dans  des  formules  déjà  connues.  Observons  néanmoins  que  les 
auteurs  de  ces  formules  les  avaient  établies  sans  parler  de  la  conven- 
tion que  nous  avons  indiquée,  et  qui  nous  parait  nécessaire  pour  dis- 
siper toute  incertitude  sur  le  sens  des  notations  adoptées. 
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ANALYSK. 


Les  énoncés  île  plusienrs  des  tlit'orènies  l'ondanientaux  de  la  géorné- 
tne  analytique  se  simplifient  lorsqu'on  a  soin  de  distinguer  \<"à  projec- 
tions absolues  à' nn  rayon  vecteur,  sur  des  axes  coordonnés  rectangu- 
laires, Aq'?,  projections  algébriques  de  ce  même  rayon  vecteur,  ainsi  que 
je  l'ai  fait  dans  les  préliminaires  de  mes  Leçons  sur  tes  applications  du 
calcul  infinitésimal  à  la  géométrie.  On  peul  même,  av<'c  avantage, 
étendre  la  distinction  des  projections  absolues  et  des  projections  algé- 
briques an  cas  où  le  rayon  vecteur  est  projeté  sur  des  droites  quel- 
con({ues,  les  piojections  pouvant  d'ailleurs  être  ou  orthogonales  on 
obliques.  Kntrons  à  ce  sujel  dans  quelques  délails. 

Soient/-,  s  deux  longueurs  mesurées  sur  deux  droites  distinctes,  et 
dans  des  directions  déterminées,  savoir,  la  première  entre  deux  points 
donnés  A  et  B,  dans  la  direction  AB:  la  seconde  entre  deux  autres 
points  (',  e(  I),  dans  la  direction  CD.  Pour  projeter  la  longueur  r,  et 
ses  deux  extrémités  A,  B,  sur  la  droite  CD,  il  suffira  de  mener  pai' 
les  points  A  et  B  deux  plans  parallèles  à  un  plan  fixe  donné.  Les 
points  a  el  I»,  où  ces  d(!ux  jdans  rencontreront  la  droite  CD,  seroni 
précisément  \i'^  projections  des  deux  |)oints  A,  B;  el  si  l'on  nomme  : 
la  distance  qui  sépare  le  point  b,  c'esl-a-dire  la  projection  du  point  B, 
d'avec  le  point  a,  c'est-à-dire  d'avec  la  projection  du  point  A,  cette 
distance  p,  mesurée  dans  la  direction  ab,  sera  la jd/'o/'^cz/ow orthogonale 
ou  obliciue  de  la  longueur  /■.  savoir,  la  projection  orthogonale,  si  le 
plan  fixe  donné  est  perpendiculaire  à  la  droite  CD.  el  la  projection 
obli'jue  dans  le  cas  contraire.  D'ailleurs  les  directions  des  lon- 
gueurs s,  p,  mesurées  sur  une  même  droite,  la  première  dans  le 
sens  Cl),  la  seconde  dans  le  sens  ab,  seront  né(;essairement  ou  une 
seule  et  même  diiection,  ou  deux  directions  opposées  l'une  à  l'autre. 
Cela  posé,  la  projection  absolue  p,  prise  dans  le  premier  cas  avec  b* 
signe  4- ,  dans  le  second  cas  avec  le  signe  ,  sera  ce  que  nous  appelons 
\^projection  algébrique  àç;  la  longueur /'sur  la  direction  de  la  longueur  5. 
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Concevons  mainlenant  qu'en  taisant  usage  de  la  notation  généra- 
lement adoptée,  on  désigne  par  (z-,^)  l'angle  aigu  ou  obtus  que  forment 
entre  elles  deux  longueurs/*,  s,  mesurées  chacune  dans  une  direction 
déterminée.  Alors,  en  supposant  les  projections  orthogonales,  on 
aura  évidemment 

p  -zz.  r  (t()s(/',  p). 

De  plus,  la  projection  algébrique  de  /•,  sur  la  direction  de.v,  sera  +  p 
ou  —  p,  suivant  que  la  direction  de  c  sera  la  direction  même  de  s,  ou 
la  direction  opposée:  et,  comme  on  aura,  dans  le  premier  cas, 

CO.S(/-.  p)  =:  COS(/-.  s), 

dans  le  second  cas 

(•0S(/",  p)= C()S(/'.  .v), 

il  en  resuite  que  la  projection  algébrique  de  /sur  la  direction  d<'  s  sera 
représentée,  dans  l'un  et  l'aulre  cas,  par  le  produit 

(r)  /-cosl/-.  .V). 

Supposons  H  présent  (jue  les  projections,  au  lieu  d'être  orthogo- 
nales, soient  obliques;  et,  après  avoirmené  une  droite  perpendiculaire 
au  plan  fixe,  nommons  l  une  longueur  mesurée  sur  cette  droite  dans 
une  direction  déterminée.  Alors  les  projections  absolues  et  même  les 
projections  algébriques  des  longueurs  r  et  z,  sur  la  direction  de  t, 
seront  évidemment  égales  entre  elles.  On  aura  donc 

pCOS(p,    /)=:::3/-C0S(/-,    Oi 

et  par  suite 

cos(/-,  l) 


(2) 


cos(p,  0 


De  plus,  pour  obtenir  la  projection  algébricjue  de  la  longueur  /•  sur  la 
direction  de  s,  il  suffira  de  prendre  p  avec  le  signe  -h  ou  avec  le 
signe  —,  suivant  (|ue  la  direction  de  p  sera  la  diiection  de  s  ou  la 
direction  ojjposée;  il  suffira  donc  de  remplacer,  dans  le  secon(i  meml)i-e 
delà  formule  ('2),  la  <|uanlité  cos('p,  /)  par  la  quantité  cos(.v,  t)  égale, 
au  signe  près,  à  la  jtremière.  Donc  la  projection  algébrique  de  r  sur  la 
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direction  de  s  sera 

(3)  _,coH':t) 

COS(5.    /) 

Supposons  maintenant  qu'un  point  mobile  P  passe  de  la  position  A 
à  la  position  B,  en  parcourant  non  plus  la  longueur/-,  mais  les  divers 
côtés  u,  t',  ^p-,  . . .  d'une  portion  de  polygone  qui  joigne  le  point  A  au 
point  B,  et  attribuons  à  chacun  de  ces  côtés  la  direction  indiquée  par 
le  monvemcnl  du  point  P.  Soil  d'ailleurs  p  la  projection  du  point 
njobile  P  sur  la  droite  (-D,  et  nommons  toujouis  a,  b  les  projections 
respectives  des  deux  points  A,  B  sur  la  même  droite.  Tandis  que  le 
point  mobile  P  passera  de  la  position  A  à  la  position  B,  en  parcouranl 
successivement  les  diverses  longueurs  w,  v,  «r,  ...,  le  point  mobile  p 
passera  de  la  position  a  à  la  position  b,  en  parcourant  successivement 
sur  la  droite  Cl)  les  projections  des  diverses  longueurs  //,  c,  «•,  .. ..  et 
l'une  quelconque  de  ces  projections,  celle  de  //  par  exem|>le,  sera  par- 
courue dans  le  sens  indiqué  par  la  direction  du  rayon  vecteur  p  ou 
dans  le  sens  opposé,  suivant  que  la  projection  algébrique  de  U\  lon- 
gueur //  sur  la  direction  de  p  sera  positive  on  négativ(\  Il  en  résulte 
(jue  la  longueur  p  ou  la  projection  algébrique  de  la  longueur /•  sur  la 
direction  de  p,  sera  équivalente  à  la  somme  des  projections  algébriques 
fies  longueurs  //,  v,  cr,  ...  sur  la  même  direction.  Par  suite  aussi, 
|>uisque  la  direction  de  s  est  toujours  ou  la  direction  même  de  p,  ou  la 
direction  opposée,  si  l'on  projette,  d'une  part,  la  longueur  /•,  d'autre 
part,  les  longueurs  u,  c,  u  .  .. .  sur  la  direction  de  5.  on  obtiendra  une 
projection  algébrique  de  /•   e(jnivalente  à  la  sofnmc  des  projections 

algébriques  de  //,  r,  tr, Donc,  en  supposant  les  projections  ortho- 

ifonales,  on  trouvera 

(  »  )  /■(;os(/-.  .V)  =r  u  COS(«,  .v)  -t-  4'C0S(C,  s)  -+-  «'C0S(H'.  .v)  -i-  .  .  . . 

Ces  prémisses  étant  établies.  con(;evons  que  les  positions  des  diti'é- 
rents  points  de  l'espace  soient  rapportées  à  trois  axes  obliques  qjii 
partent  <l'un  même  point  0.  Nommons  x,  y,  z  trois  longueurs  portées 
sur  ces  (rois  axes,  et  mesurées  chacune,  à  partir  du  point  0,  dans  une 
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direction  déterminée.  Soient  encore 

X.     Y,     Z 

trois  longueurs  mesurées,  à  partir  du  point  (),  sur  trois  axes  respecti- 
vement perpendiculaires  aux  plans 

yi,    /A,     \v. 

('.oncevons,  de  |)lus,  que  l'on  construise  un  parallélipipède  donf  la 
longueur  /•  soit  la  diagonale,  les  trois  arêtes  u,  v,  w  étant  respective- 
ment parallèles  aux  axes  sur  lesquels  se  mesurent  les  longueurs  x,  v, 
z;  et  attribuons  à  ces  trois  arêtes  les  directions  indiquées  par  le  mou- 
vement d'un  point  (jui  passe,  en  parcourant  ces  mêmes  arêtes,  de 
l'extréniité  A  de  la  diagonale  /à  l'extrémité  B.  linlin.  projetons  cette 
diagonale  et  les  trois  arêtes  sur  la  direction  d'iinc  longueur  quel- 
conque s.  On  aura,  en  vertu  de  la  foi  mule  (4), 

(5)  /•(U>S(/-.  s)  -sz.  //COS(«,  .s)  -H  l'COS(t',  s)  -f-  (»'COS(tV',  .v), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(H)  cosl  r.  s)  :zr  —  ros(  It.  s)    I —  cosff.  s)  4 C(»S(ir,  .s). 

D'ailleurs,  u  étant  précisément  la  projection  absolue  qu'on  obtient 
pour  la  longueur/-,  quand  on  projette  cette  longueur  sur  l'axe  des  x,  à 
l'aide  de  plans  jjarallèles  au  plan  fixe  des  vz,  on  aura,  en  vertu  de  la 
formule  (2), 

COS(/',    \) 

par  conséquent, 

n  _  co^(/-,  \) 

et  cette  dernière  lormule  (Continuera  évidemment  de  subsister  quand 
on  V  remplacera  u  par  v,  et  X  par  Y,  ou  u  par  (r,  et  X  par  Z.  Doue 
l'équation  (f))  donnera 

cos(/',  X)  cos(«,  5)       cos(/".  Y)  cosit^,  5)       cos(/-,  Z)  cos(w'.  5) 

(9)       COS(/-.    .V)    =    ; ;^r- H — ^r- 1 ; ^ 

^'  cos(m,  \)  cos(c,  Y)  (>os((r,  Z) 


STH  UN  THKOKKME  DK  (iKOMÉTKIE  ANALYTIOI  K.  l;>y 
D'autre  part,  il  est  clair  (jii'oii  n'allérera  pas  le  second  rneiuhr»'  delaior- 
iiiule  (cj)  si  l'on  y  remplace,  séparément  ou  simultanément,  u  par  x, 
V  par  y,  «•  par  z.  En  ell'et,  la  direction  de  //  étant  ou  la  direction  de  x  ou 
la  direction  opposée,  on  aura,  dans  le  premier  cas, 

(•0S(//,  .v)=r  (•0S(\,  A).  Ci)9,{u,   \)r-cos(\,    \), 

dans  le  second  cas, 

(.■<)S(//.  .Ç)  —  —  C()S(X,  .s),  C«>S(  //,    \  )  -zr (•(»•.(  \.    \  ), 

et  dans  les  deux  cas, 

COS(</.     .V  )       _   C<)S(X,     .V   ) 

cos(«.  X)        cos(\,  \)' 
Donc  la  formule  (9)  pourra  être  réduite  à  la  suivante  : 

(  1 1. )     cos (  /•  s)  -=  *^-o^(^''  ^)c<)^(v^  \)  ^  cosy,  V)cos(a-,  V)       cus(/-,  X)  cos(6-,  z) 
t'os(\,  X)  c()s(v,  Y)  eos(z.  Z) 

Ajoutons  que  les  axes  sur  les(|uels  se  mesurent  les  longueurs 

\.    ^.    z 

étant,  par  hypothèse,  perpendiculaires  aux  pians 

y/..     /\.     \\. 

les  axes  sur  lesquels  se  mesurent  les  lonij;uein's 

\,     y.     7. 

seront  eux-mêmes  perpendiculaires  aux  plans 

^Z.    Z\.     \>. 

Donc  ces  deux  systèmes  d'axes,  (jue  nous  nommerons  .yy^/emc*  t/V/j^ej 
conjugués  (l'axe  sur  lequel  se  mesure  X  étant  le  conjugué  de  l'axe  sur 
lequel  se  mesure  x,  etc.\  pourront  être  échangés  entre  eux  dans  la 
formule  (10),  et  l'on  aura  encore 

cos(/-,  x)  cos  (.y,  X)       (;()s(/-,  .y)  cos  (a-.  Y)       cos(/-,  z)  cos(a-,  Z) 


(m)      (•os(/'.  s\ 


(•()s(  \,  X  ) 


«•os (y.  V) 


cos(z,  Z) 


Chacune  des  formules  (10),  (11)  est  une  expression  analytique  du 
théorème  fondamental  énoncé  dans  le  préamhule  du  présent  article. 


(12)  ■  y  —  / 
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Si,  en  t'nisaiU  coïncider  le  point  B  avec  le  point  0,  et  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives  avec  les  directions  des  longuenrs 

\.     v,     z, 
on  nomme 

.r,      V,      z 

les  coordonnées  rectilignes  dn  point  A,  rapportées  à  ces  demi-axes, 
alors  ,T  sera  précisément  la  projection  algébrique  dn  rayon  vecteur;- 
sur  la  direction  de  x,  la  projection  étant  effectuée  à  Taide  de  plans 
parallèles  au  pian  des  yz,  et  perpendiculairement  à  X.  Donc  alors  on 
obtiendra  x  en  remplaçant,  dans  l'expression  (3),  .v  par  x,  et  t  par  X; 
en  sorte  qu'on  aura 

C<)S(  /■,    X)  r\       t  J 

/■ — î^- — ^^-         On  trouvera  de  même 
(tos(.r,  \ 

cos(  /•,  Y) 
ros(7,  Y)' 

cos(  r,  Z) 
cos(  :.,  Z)' 

Alors  aussi  on  pourra  évidemment,  dans  la  formule  (5),  remplacer 
les  quantités  //,  r,  (r  par  les  coordonnées  x,  y,  z,  qui  seront  respec- 
tivement égales,  aux  signes  près,  à  ces  mêmes  quantités,  pourvu  <jue 
Ton  remplace  en  même  temps  les  trois  angles 

(//,.v),      (t\-0,      ('^S-^') 

par  les  angles 

(X,  s),      (y,  s),     (  z.  .v), 

respectivement  égaux  aux  trois  premiers  ou  à  leurs  suppléments.  On 
aura  donc  encore 

( 1 3 )  /•  cos (  /■,  .V )  1-1  r  cos (  X ,  .V )  4-  y  coi> ( y.  s )  -!-  ^  <'os ( z.  s). 

On  peut  immédiatement  déduire  des  formules  (12)  et  (i3)  celles 
(|ui  servent  à  la  transformation  des  coordonnées  obliques.  En  effet, 
soient 

■''■  .y.    ' 
de  nouvelles  coordonnées  du  point  B,  relatives  à  de  nouveaux  axes 
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rectiligiies  (|ui  coiiliinn'iit  de  passer  (►ar  le  [>oi!!»  (j;  (-l  supposons  que, 
pour  le  nouveau  systèuH»  d'axes,  les  longueurs,  précédemment  repré- 
sentées par 


devienncnl 


y,    /,    \,    V,    z, 

x„     y„     z,,     X  .     V.     Z,. 
Alors,  en  vertu  des  formules  (12  ),  on  aura,  par  exemple, 

/•cos(/-,  \,) 


i'4) 


,X,  ■=: 


('.os(x,,  \,)  ' 

el,  d'ailleurs,  la  formule  (i3)  donnera 

(r5)  /■cos(/-,  \,)  — .rc,()s(x,  X,)+/cos(y,  \,  ) -f- 3  cos(z,  \,). 

On  trouvera  donc 


(16) 


.rcos(x,  XJ +.rco,s(y,  Xj  +  .;cos(z,  \,) 
cos(x.  X,) 


Quant  aux  valeurs  de  \;,  r  ,  on.  les  obtiendra  en  remplaçant  X,  par  Y, 
ou  par  Z,  dans  les  deux  termes  de  la  fractioi»  qui  représente  ici  la 
valeur  de  a-,,  et,  de  plus,  x  par  y  ou  par  z  dans  le  dénominateur. 

Si  les  axes  coordonnés  deviennent  rectangulaires,  alors  les  axes 
sur  lesquels  se  niesui-ent  les  longueurs  x,  y,  z  se  confondront  avec 
les  axes  sur  lesquels  se  mesurent  les  longueurs  X,  V,  Z,  et,  par 
suite,  les  formules  (10),  i^i-i),  (  i(3)  donneront  simplement,  comme 
on  devait  s'y  attendre, 

(17)  ro>{i\s)  '~ro<,(r,  x)cos(,v,  \)  -4-  cos(/-,  v)  <-<)s(.v,  y  )  4-cos(/-,  z)  cosi.v,  z), 
(i8)  .ï- — /•cos(/-,  x),         y  :=^  rco»{/\  y),         z  —  rcoii{r,  z), 

(><>)  .r, --=a-cos(x,  X,)  -^-  y  cos(y,  \,)  -t-  ;c(>s(z,  \,  ). 


OLin-ifi  (le  ( 


S.  M.   l.  Mil. 


NOTE  SUR  QUELQUES  PROPOSITIONS 


RKI,ATIVES 


A  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES 


Diverses  propositions  relatives  à  la  théorie  des  nombres  se 
déduisent  aisément  du  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

TdEOKK.MK  I.  —  Supposons  le  nombre  entier  i  décomposé  en  fac- 
teurs a,  b,  c,  . . .  premiers  entre  eux:  et  soit  l  un  nombre  entier  quel- 
conque inférieur  à  i.  On  pourra  toujours  satisfaire  à  l'équivalence 

--i-...)~l         (moH./). 


•^>   y> 


par  des  valeurs  entières  de 
respectivement  inférieures  à 


a.      h.      c 


Démonstration.  —  Pour  abréger,  désignons  par 


la  l'onction  linéaire  de  or,  y,  z,  ...  qui  rcpreseiUc  le  premier  membre 
Ai\  la  formule  (i),  et  supposons  que  l'on  attribue  successivement  aux 
L  variables  x,  y,  z,  . . .,  renfermées  dans  la  fonction  s,  tous  les  systèmes 
de  valeurs  qu'on  peut  obtenir  en  combinant  une  valeur  de  x  prise 
dans  la  suite 

o.      I .      •?,      .  .  . ,     a  —  I , 

avec  une  valeur  de  y  prise  dans  la  suite 

o,       I,      ■?..       ...,      h  —  \, 
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puis  avec  une  valeur  de  z  prise  dans  la  suite 

O,       I.       •«,        .  .  .  ,       C  —  I  , 

etc....  On  obtiendra  ainsi  pour^y  des  valeurs  entières,  dont  le  nombre, 
représenté  par  le  produit 

abc.  .  .r=i  i. 

sera  en  conséquence  égal  au  nombre  des  termes  de  la  suite 

o,     i,     ïi,      ...,     /  — i; 

et  il  est  clair  que  parmi  ces  i  valeurs  de  s  il  en  existera  toujours  une 
équivalente,  suivant  le  module  i,  à  l'un  quelconque  des  termes  de  la 
suite 

o,        >.       2,       3,        ....       / —  I, 

s'il  est  prouvé  que  ces  valeurs  de  s,  divisées  par  i,  donnent  des  restes 
différents.  Cela  posé,  soient 

A,r.     Aj.     Iz,      ... 

les  accroissements  positifs  ou  négatifs  que  prendront  x,  y,  z-,  ... 
quand  on  passera  d'une  valeur  de  .y  à  une  autre,  et  nommons  \s 
l'accroissement  correspondant  de  .y,  ou  la  différence  des  deux  valeurs 
de  .s,  déterminée  par  la  formule 

(  3  )  A.v  —  f f-  -r-  H 1  -  • 

\   a  b  c 

Pour  établir  le  théorème  énoncé,  il  suffira  de  prouver  que  is  ne  peut 
être  divisible  par  i,  si  ^x,  Aj,  As,  ...  ne  s'évanouissent  tous  à  la  fois. 
Or,  effectivement,  A.y  ne  pourra  être  divisible  par^',  s'il  n'est  divisible 
par  chacun  des  facteurs 

«,      h.      c. 

D'ailleurs,  dans  la  valeur  de  A-v,  mise  sous  la  forme 

(4)  A.v=-A.r4-|Av  +  iA..+.... 

n  b    ■  c 

tous  les  termes  seront  évidemment  divisibles  par  n,  hormis  le  pre- 
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mier  -  Ax;  et  celui-ci  ne  pourra  devenir  divisible  par  a  que  dans  le 

cas  où  l'accroissement  At,  dont  la  valeur  numérique  est  inférieure 
à  a,  sera  divisible  par  a,  et  par  conséquent  nul.  Pareillement,  dans 
la  valeur  de  As  fournie  par  l'équation  (4),  tous  les  termes  seront 
évidemment  divisibles  par  h,  hormis  le  second,  et  celui-ci  ne  pourra 
devenir  divisible  par  h  que  dans  le  cas  où  Ay  sera  nul  ;  etc 

Corollaire.  —  Si  l'on  veut  que  le  nombre  entier  /  fournisse  des 
restes  donnés  quand  on  le  divise  par  les  nombres  a,  b,  c,  ...,  par 
exemple  le  reste  p  quand  on  le  divise  par  a,  le  reste  ç  quand  on  le 
divise  par  b,  le  reste  r quand  on  le  divise  par  c  . . .,  il  suffira  évidem- 
ment de  prendre 


(•V)  .r  =:/J>X. 

en  assujettissant 

à  vérifier  les  formules 

(6  )      -  X  =  I      (  mod.  a). 


y  =  qy 


z  ^=:  rz. 


y,     7,, 


h- 


y  SE  I     (  mod.  b). 


i 
-z 


r     imod.c), 


En  effet,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i  )  présentée  sous  la 
forme 


(7) 


/  ^  -  .-c  -t-    7- 

a  h 


y 


(mod.  {). 


-ce  sera  le  seul  terme  qui  ne  soit  pas  divisible  par  a,  et  il  est  clair 

que  ce  terme,  divisé  par  a,  donnera  pour  reste />,  si  l'on  pose  a-  =/>x, 
en  choisissant  x  de  manière  à  vérifier  l'équivalence 


-X  =  I 

a 


(mod.  a 


D'ailleurs,  cette  équivalence  du  premier  degré  se  résoudra  aisément 
par  les  méthodes  connues,  attendu  que  les  deux  nombres 


a      et      —  :=r.  bc  .  .  . 
a 


seront   premiers   entre  eux.  On   prouvera  de  même,    non  seulement 
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que,  dans  l'hypothèse  admise,  on  peut  satisfaire  à  l'une  quelconque 
des  formules  ((>)  par  une  valeur  entière  de  x,  ou  y,  ou  z,  ...,  mais 
encore  qu'aux  valeurs  x,  y,  z,  . . .,  ainsi  obtenues,  répondra,  en  vertu 
des  équations  (>)  et  (7),  une  valeur  de  /  qui  fournira  le  reste/?  quand 
on  la  divisera  par  a,  le  reste  q  quand  on  la  divisera  par  b,  le  reste  r 
quand  on  la  divisera  par  c,  etc.  Si,  pour  abréger,  on  représente  par 

A,     B.     C.     ... 
les  premiers  membres  des  formules  (6),  c'est-à-dire  si  l'on  pose 

(8)  \:zz-X,  H:=-^^  (;=-Z, 

(i  b  c 

la  formule  (7)  deviendra 

(9)  /=  A/7  +  By  +  (>• +  .  .  .  (mod./). 

Ainsi  le  théorème  l  entraine  la  proposition  suivante  : 

Théorème  H.  —  Soient  a,  h,  c,  ...  des  nombres  donnés  premiers  entre 
eux,  et  i  =  ahc...  le  produit  de  ces  deux  nombres.  Si  l'on  veut  obtenir 
un  entier  l,  qui,  étant  divise  par  les  nombres  donnés 

a,     h,     c,      .  .  . , 
fournisse  des  restes  donnés 

r,    'h    '"-    ■••' 

//  suffira  de  prendre 

(101  l  =  A  p  -\-  B  ff  +  C  r  -T- .  .  .  -h  rnahc.  .  . , 

A  étant  un  multiple  de  -  —  bc. . .  qui,  divisé  par  a,  donne  i  pour  reste, 

'i 
H  étant  un  multiple  de  -  =^  ac. . .  qui,  divisé  par  b,  donne  encore  i  pour 

reste,  etc.,  et  m  étant,  d'ailleurs,  un  nombre  entier  quelconque. 

La  proposition  que  nous  venons  d'énoncer  a  été  donnée  par  P]iiler; 
elle  se  trouve  dans  le  Mémoire  intitulé  :  Solutio  problematis  arithme- 
tici  de  inveniendo  numéro  qui  per  datos  numéros  divisus  relinquat 
data  residua  (voir  le   tome   Vil   des  Mémoires  de   Saint-Pétersbourg, 
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années  1-34-1735).  On  voit  qu'elle  se  déduit  aisément  du  théo- 
rème I;  mais  on  pourrait  aussi  déduire  le  théorème  I  du  second,  et 
la  formule  (7)  de  réquation  (9).  En  effet,  soit  /  un  nombre  entier 
<|uelconque  décomposé  en  facteurs  a,  b,  c,  ...  premiers  entre  eux; 
soit,  de  plus,  /  un  (|uelconque  des  nombres  inférieurs  à  i,  et  nom- 
mons/), (f,  T\  ...  les  restes  que  l'on  obtient  (juand  on  divise  /  par  les 

facteurs  a,  h,  c, On  pourra,  d'après  le  théorème  II,  déterminer/ 

par  la  formule  (9)  jointe  aux  équations  (8),  x,  y,  z,  ...  étant  choisis 
de  manière  i»  vérifier  les  conditions  (6  .  Cela  posé,  concevons,  que, 
dans  les  formules  (9;,  on  substitue  les  valeurs  de  A,  8,  (',...  tirées 
des  équations  (8);  alors,  en  prenani 


p\. 


y  =  çy, 


/■/., 


on  retrouvera  précisément  la  formule  (7),  qui  ne  sera  point  altérée 
quand  on  fera  croître  ou  décroître  .r  d'un  multiple  quelconque  de  a, 
y  d'un  mulliple  quelconque  de  />,  ...:  d'où  il  suit  (|ue  l'on  pourra 
supposer,  dans  la  formule  (7),  .r  rédnit  à  l'un  des  nombres 


o, 


', 


y  réduit  h  lun  des  nombres 


o. 


etc. 


Supposons  maintenant  (jue  /  soil  un  nombre  premier  à  i.  Le  théo- 
rème I  continuera  encore  de  subsister,  el,  par  suite,  on  pourra  vérifier 
la  formule  (7),  en  prenant  pour  r  un  entier  inférieur  à  a,  pour  \'  un 
entier  inférieur  à  A, Mais  les  deux  nombres 


M      /  ;-  ahc .  .  . 


étant,  par  hypothèse,  premiers  entre  eux,  il  est  clair  que,  dans  le 
second  membre  de  la  formule  (7),  le  seul  terme  non  divisible  para, 
ou  le  produit 


—  .V  =  hc .  .  .  ./•, 
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devra  être  premier  à  a;  donc  ne  lui-même  devra  être  premier  à  a. 

Pareillement,  V  devra  être  premier  ii  h,  c  àc Donc,  lorsque  /est 

premier  à  /,  on  peut  vérifier  la  formule  (7),  en  prenant  pour  x  un 
entier  inférieur  et  premier  à  a,  pour  y  un  entier  inférieur  et  premier 
•A  b,  etc.  On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

Thkorème  III.  —  Supposons  le  nombre  entier  i  décomposé  en  fac- 
teurs a,  b,  c,  ...  premiers  entre  eux.  L^ expression  g-êjiérale  des  nombres  l 
premiers  à  i  sera 

l  -—  —  .r  -f-  -T  y  ~\ —  c  -i-  .  .  .  -t-  mar)c, 
a  b^        c 

X  étant  un  nombre  inférieur  et  premier  à  a,  y  an  nombre  inférieur  et 
premier  à  b,  z  un  nombre  inférieur  et  premier  à  c,  . . .,  et  m  représentant 
un  nombre  entier  quelconque. 

Le  théorème  III  a  été  énoncé  par  M.  Poinsol  dans  le  Journal  des 
Mathématiques  de  M.  Liouville  [février  i845J.  La  démonstration  qu'il 
en  a  donnée  repose  en  partie  sur  les  considérations  que  nous  avons 
reproduites  en  les  appliquant  à  l'établissement  du  théorème  I,  en 
partie  sur  la  formule  qui  indique  combien  il  exisie  de  nombres  infé- 
rieurs à  i  et  premiers  à  /.  Mais,  comme  on  le  voit,  on  peut  se  dispenser 
de  recourir  à  cette  dernière  formule,  et  déduire  le  troisième  théorème 
du  premier.  On  pourrait  aussi  le  déduire  du  second,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  de  la  formule  (10)  donnée  par  Euler. 

Il  est  bon  d'observer  que  l'on  pourrait  encore  tirer  immédiatement 
la  formule  (i)  d'une  proposition  établie  par  M.  Gauss,  savoir,  que, 
dans  le  cas  où  plusieurs  nombres  entiers  -l,  itb,  S,  ...  ri  offrent  pas  de 
diviseur  commun,  on  peut  toujours  satisfaire,  par  des  valeurs  entières, 
positii'es  ou  négatives  de  x,  y,  z,  . . .,  à  l'équation 

(11)  ,\oX -I- i»î>y -4- £z -H- .  .  ~  I. 

En  ellel,  cette  proposition  étant  admise,  multiplions  par  un  entier 
quelconque  /  les  deux  membres  de  la  formule  (11),  et  posons 

.r  r=  /\,  y  =:  /y,  ;  —  /z,  ...  ; 
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on  trouvera 

Soient  maintenant  a,  b,  c,   ...   des  nombres  premiers  entre  eux. 
Nommons  i  leur  produit,  et  posons 


(i3) 


X  ■ 


-  =  bc. 
a 


D!j  = 


; ac . . . , 


c 


Il  est  clair  que  ci,  uîj,  s, 
l'équalion  (12)  donnera 


n'auront  pas  de  diviseur  commun.  Donc 


(i4) 


i         i         i 

-^  +  -  r  +  -, 
a  b-^        c 


On  pourra  donc  encore  satisfaire,  par  des  valeurs  entières  de  .r, 
y,  z,  .  .  . ,  a  l'équation  (  i4),  de  laquelle  on  déduira  immédiatement  la 
formule  (i),  en  supposant/ inférieur  à^et  faisant  croître  ou  décroître, 
s'il  est  nécessaire,  x  d'un  multiple  de  a,  y  d'un  multiple  de  b,  z  d'un 
multiple  de  c,  .  .  . . 

Observons  enfin  que.  du  théorème  III,  joint  aux  théorèmes  connus 
de  Wilson  et  de  Fermât,  on  peut  immédiatement  déduire  une  propo- 
sition énoncée  par  M.  Gauss,  savoir  :  que  le  produit  de  tous  les  nombres 
inférieurs  à  i  et  premiers  à  i,  étant  divisé  par  i,  fournit  un  reste  équi- 
valent à  —  I ,  quand  i  est  une  puissance  d'un  nombre  premier^  ou  le 
double  d'une  telle  puissance,  ou  le  nombre  4,  et  fournit,  dans  tous  les 
autres  cas,  un  reste  équivalent  à  V unité. 

Les  théorèmes  divers  que  nous  venons  de  rappeler  sont  particuliè- 
rement utiles  dans  la  théorie  des  permutations,  ainsi  qu'on  le  verra 
dans  les  Mémoires  qui  suivront  la  présente  Note. 


Œuvres  de  C.  —  S.  II,  i.  XIII. 


MÉMOIRE 

SUR 

LES  ARRANGEMENTS  QUE  L'ON  PEUT  FORMER 

AVEC   DES   LETTRES   DONNÉES 

ET 

SUR  LES  PERMUTATIONS  OU  SUBSTITUTIONS 
A  L'AIDE  DESQUELLES  ON  PASSE  D'UN  ARRANGEMENT  A  UN  AUTRE 


I.  —   Considérations  générales. 

Soient 

•^)   yi    ^1    •  •  • 

diverses  lettres,  qui  soient  censées  représenter  des  variables  indépen- 
dantes. Si  l'on  numérote  les  places  occupées  par  ces  variables  dans 
une  certaine  fonction  12,  et  si  l'on  écrit  à  la  suite  les  unes  des  autres 
ces  variables  x,  y,  z,  ...  rangées  d'après  l'ordre  de  grandeur  des 
numéros  assignés  aux  places  qu'elles  occupent,  on  obtiendra  un  cer- 
tain nrrangemcni 

et  quand  les  variables  seront  déplacées,  cet  arrangement  se  trouvera 
remplacé  par  un  autre,  qu'il  suffira  de  comparer  au  premier  pour  con- 
naître la  nature  des  déplacements.  Cela  posé,  les  diverses  valeurs 
d'une  fonction  de  n  lettres  correspondront  évidemment  aux  divers 
arrangements  que  l'on  pourra  former  avec  ces  n  lettres.  D'ailleurs,  le 
nombre  de  ces  arrangements  est,  comme  l'on  sait,  représenté  par  le 
produit 

1.2.3.../?. 

Si  donc  on  pose,  pour  abréger, 

N  =  1 . 2 . 3 . . .  /? , 
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N  sera  le  nombre  des  valeurs  diverses,  égales  ou  distinctes,  qu'une 
fonction  de  n  variables  acquerra  successivement  quand  on  déplacera 
de  toutes  les  manières,  en  les  substituant  l'une  à  l'autre,  les  variables 
dontil  s'agit. 

On  appelle  permutation  ou  substitution  l'opération  qui  consiste  à 
déplacer  les  variables,  en  les  substituant  les  unes  aux  autres,  dans 
une  valeur  donnée  de  la  fonction  O,  ou  dans  l'arrangement  correspon- 
dant. Pour  indiquer  cette  substitution,  nous  écrirons  le  nouvel  arran- 
gement qu'elle  produit  au-dessus  du  premier,  et  nous  renfermerons 
le  système  de  ces  deux  arrangements  entre  parenthèses.  Ainsi,  par 
exemple,  étant  donnée  la  fonction 

£2  =  ^  H-  ly  +  3^, 

où  les  variables  x,  y,  z  occupent  respectivement  la  première,  la 
seconde  et  la  troisième  place,  et  se  succèdent  en  conséquence  dans 
l'ordre  indiqué  par  l'arrangement 

ocyz, 

si  l'on  échange  entre  elles  les  variables  y,  z  qui  occupent  les  deux 
dernières  places,  on  obtiendra  une  nouvelle  valeur  Q!  de  12,  qui  sera 
distincte  de  la  première,  et  déterminée  par  la  formule 

Çi'-=lX  +22  +  3  }'. 

D'ailleurs,  le  nouvel  arrangement,  correspondant  à  cette  nouvelle 
valeur,  sera 

xzy, 

et  la  substitution  par  laquelle  on  passe  de  la  première  valeur  à  la 
seconde  se  trouvera  représentée  par  la  notation 

\xyz) 

qui  indique  suffisamment  de  quelle  manière  les  variables  ont  été 
déplacées.  Les  deux  arrangements  xzy^  ot/^,  compris  dans  cette  sub- 
stitution, forment  ce  que  nous  appellerons  ses  deux  termes^  ou  son 
numérateur  et  son  dénominateur.  Gomme  les  numéros  qu'on  assigne 
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aux  diverses  places  qu'occupent  les  variables  dans  une  fonction  sont 
entièrement  arbitraires,  il  est  clair  que  l'arrangement  correspondant 
à  une  valeur  donnée  de  la  fonction  est  pareillement  arbitraire,  et  que 
le  dénominateur  d'une  substitution  quelconque  peut  être  l'un  quel- 
conque des  N  arrangements  formés  avec  les  n  variables  données.  On 
arrivera  immédiatement  à  la  même  conclusion  en  observant  qu'une 
substitution  quelconque  peut  être  censée  indiquer  un  système  déter- 
miné d'opérations  simples  dont  chacune  consiste  à  remplacer  une 
lettre  du  dénominateur  par  une  lettre  du  numérateur,  et  que  ce  sys- 
tème d'opérations  ne  variera  pas  si  l'on  échange  entre  elles  d'une 
manière  quelconque  les  lettres  du  dénominateur,  pourvu  que  l'on 
échange  entre  elles,  de  la  même  manière,  les  lettres  correspondantes 
du  numérateur.  Il  en  résulte  qu'une  substitution,  relative  à  un  sys- 
tème de  n  variables,  peut  être  présentée  sous  N  formes  différentes 
dont  nous  indiquerons  l'équivalence  par  le  signe  =.  Ainsi,  par 
exemple,  on  aura 


xyz)        \.rzyj        \zxy  j 


Observons  encore  que  l'on  peut,  sans  inconvénient,  effacer  toute  lettre 
qui  se  présente  à  la  même  place  dans  les  deux  termes  d'une  substitu- 
tion donnée,  cette  circonstance  indiquant  que  la  lettre  ne  doit  pas  être 
déplacée.  Ainsi,  en  particulier,  on  aura 

Lorsqu'on  a  ainsi  éliminé  d'un.e  substitution  donnée  toutes  les  lettres 

qu'il  est  possible  d'effacer,  cette  substitution  se  trouve  réduite  à  sa 

plus  simple  expression. 

Le  produit  d'un  arrangement  donné  xyz  par  une  substitution  (^^^  ) 

\  ^y^  / 

est  le  nouvel  arrangement  xzy  qu'on  obtient  en  appliquant  cette  sub- 
stitution même  à  l'arrangement  donné.  Le  produit  de  deux  substitu- 
tions est  la  substitution  nouvelle  qui  fournit  toujours  le  résultat 
auquel  conduirait  l'application   des  deux  premières,   opérées  l'une 
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après  l'autre,  à  un  arrangement  quelconque.  Les  deux  substitutions 
données  sont  les  deux  facteurs  du  produit.  Le  produit  d'un  arrange- 
ment par  une  substitution  ou  d'une  substitution  par  une  autre  s'indi- 
quera par  l'une  des  notations  qui  servent  à  indiquer  le  produit  de 
deux  quantités,  le  multiplicande  étant  placé,  suivant  la  coutume,  à  la 
droite  du  multiplicateur.  On  trouvera  ainsi,  par  exemple, 

(  xzy\ 

et 

fyxuz\_(yx\  / uz 
\xyzu)        \xy)  \zu 

Il  y  a  plus;  on  pourra,  dans  le  second  membre  de  la  dernière  équation, 
échanger  sans  inconvénient  les  deux  facteurs  entre  eux,  de  sorte 
qu'on  aura  encore 

\xyzu)        \zu)\xy)' 

Mais  cet  échange  ne  sera  pas  toujours  possible,  et  souvent  le  produit 
de  deux  substitutions  variera  quand  on  échangera  les  deux  facteurs 
entre  eux.  Ainsi,  en  particulier,  on  trouvera 

yx\  [zy\  __  (yzx\         ^^         f  zy\  ( yx  \  _  ( zxy 


xy J  \yz J       \xyz )  \y^ J  \^y J        \^y^ 

Nous  dirons  que  deux  substitutions  sont  permutables  entre  elles, 
lorsque  leur  produit  sera  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  se  sui- 
vront les  deux  facteurs. 

Rien  n'empêche  de  représenter  par  de  simples  lettres 

A,     B,    C,     ..., 

ou  par  des  lettres  affectées  d'indices 

A,,     A,,     A3,     .... 

les  arrangements  formés  avec  plusieurs  variables.  Alors  la  substitution 
qui  aura  pour  termes  A  et  B  se  présentera  simplement  sous  la  forme 
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et  l'on  aura 


{> 

=  B, 

my- 

<T)' 

De  plus,  si,  en  appliquant  à  l'arrangement  G  la  substitution  (     ),  on 
produit  l'arrangement  D,  on  aura  non  seulement 

mais  encore 

Le  nombre  total  des  substitutions  relatives  au  système  de  n  variables 
ce,  y,  z,  .  . .  est  évidemment  égal  au  nombre  N  des  arrangements  que 
l'on  peut  former  avec  ces  variables,  puisqu'en  prenant  pour  dénomi- 
nateur un  seul  de  ces  arrangements,  le  premier  par  exemple,  on  peut 
prendre  pour  numérateur  Fun  quelconque  d'entre  eux.  La  substitu- 
tion, dont  le  numérateur  est  le  dénominateur  même,  peut  être  censée 
se  réduire  à  l'unité,  puisqu'on  peut  évidemment  la  remplacer  parle 
facteur  i,  dans  les  produits 


(:>=-■ 


ï)ii)={im={i 


Une  substitution  (  .  )»  multipliée  par  elle-même  plusieurs  fois  de 

suite,  donne  pour  produits  successifs  son  carré^  son  cube,  et  générale- 
ment ses  àvsQvse^ puissances^  qui  sont  naturellement  représentées  par 
les  notations 


Il  ir 


D'ailleurs,  la  série  qui  aura  pour  termes  la  substitution  (  .  )  ^t  ses 
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diverses  puissances,  savoir, 


a) 


!)•  il 


ne  pourra  jamais  offrir  plus  de  N  substitutions  réellement  distinctes. 
Donc,  en  prolongeant  cette  série,  on  verra  bientôt  reparaître  les  mêmes 
substitutions. 

D'autre  part,  si  l'on  suppose 

AJ-Ur 

h  étant  <  /,  alors,  en  faisant,  pour  abréger, 

l=zi  -{-  h, 
on  aura 

{DHirO'il'" 

par  conséquent 

B 
A 

i  étant  évidemment  inférieur  à  /.  Il  y  a  plus  ;  si,  en  supposant  la  valeur 
de  i  déterminée  par  la  formule  précédente,  on  nomme  /  un  nombre 
entier  quelconque,  k  le  quotient  de  la  division  de  /  par  i,  et  j  le  reste 
de  cette  division,  en  sorte  qu'on  ait 


j  étant  inférieur  à  i,  on  trouvera  non  seulement 


mais,  en  outre, 


k- 


i)'={imMi" 

et,  en  étendant  l'avant-dernière  formule  au  cas  même  où  le  nombre  k 
se  réduit  à  zéro,  on  aura  encore 

B 
A 

En  vertu  des  remarques  que  nous  venons  de  faire,  si  l'on  prolonge 
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indéfiniment  la  série  dont  les  divers  ternfies  sont 

Ih'^  (.^)-  ilï'  il 

le  premier  des  termes  qu'on  verra  reparaître  sera  précisément  l'unité, 
et  à  partir  de  celui-ci  les  termes  déjà  trouvés  se  reproduiront  périodi- 
quement dans  le  même  ordre,  puisqu'on  aura,  par  exemple, 


1  = 

il)'  Hlï  -  ' 

œ- 

{ir~-{T=- 

iih 

iT-nr—' 

Donc  le  nombre  i  des  termes  distincts  de  la  série  sera  toujours  la  plus 
petite  des  valeurs  entières  de  i  pour  lesquelles  se  vérifiera  la  formule 


Le  nombre  i,  ainsi  déterminé,  ou  le  degré  de  la  plus  petite  des  puis- 
sances de  (     J  équivalentes  à  l'unité,  est  ce  que  nous  appellerons  le 


degré  ou  Vordrc  de  la  substitution 


A 

Supposons  maintenant  qu'une  substitution  réduite  à  sa  plus  simple 
expression  se  présente  sous  la  forme 

yz  .  . .  vwx 
xy .  .  .  iivw 

c'est-à-dire  qu'elle  ait  pour  objet  de  remplacer  x  par/,  puis/  parz, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  une  dernière  variable  w 
qui  devra  être  remplacée  par  la  variable  x  de  laquelle  on  était  parti. 
Pour  efî'ectuer  cette  substitution,  il  suffira  évidemment  de  ranger  sur 
la  circonférence  d'un  cercle  indicateur,  divisée  en  parties  égales,  les 
diverses  variables 

X,  y,  z,  ...,//,  c,  ir, 

en  plaçant  la  première,  la  seconde,  la  troisième,  .  .  .  sur  le  premier, 

Uùivres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII.  20 
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le  second,  le  Iroisième,  .  .  .  point  de  division,  puis  de  remplacer 
chaque  variable  par  celle  qui  la  première  viendra  prendre  sa  place, 
lorsqu'on  fera  tourner  dans  un  certain  sens  le  cercle  indicateur.  Pour 
ce  motit  nous  donnons  à  la  substitution  dont  il  s'agit  le  nom  de  sub- 
stitution circulaire.  Nous  la  représenterons,  pour  abréger,  par  la 
notation 

et  il  est  clair  que,  dans  cette  notation,  une  quelconque  des  variables 

X,  j,   s.    .  .  .,   Il,   t',   w 

pourra  occuper  la  première  place.  Ainsi,  par  exemple,  on  aura  identi- 
quement 

{oc,  y,  z)  =  {y,  z,  x)  =  {z,  x,y). 

Si  Ton  nomme  i  le  nombre  des  variables  comprises  dans  une  sub- 
stitution circulaire 

{x,y,  z,  ...,  u,  i>,  w), 

alors,  pour  opérer  cette  substitution  /fois  de  suite,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  pour  l'élever  à  la  puissance  du  degré  /,  il  suffira  évidem- 
ment de  faire  tourner  le  cercle  indicateur,  de  manière  que  le  point  de 
division  correspondant  à  chaque  lettre  parcoure  une  portion  de  la  cir- 
conférence mesurée  par  le  rapport--  Cela  posé,  pour  ramener  chaque 
lettre  à  sa  place,  il  faudra  évidemment  que  -.  soit  un  nombre  entier,  et 

que  l'on  ait  au  moins  /  =  /.  Donc  l'ordre  d'une  substitution  circulaire 
sera  précisément  le  nombre  /  des  lettres  qu'elle  renferme. 

Si,  dans  le  cercle  indicateur,  on  joint  par  une  corde  deux  points  de 
division  correspondants  à  deux  variables  dont  l'une  prendrait  la  place 
de  l'autre,  en  vertu  de  la  substitution  circulaire 

{x,  y,  z,  .  .  .,  »,  r.  (»•), 

/fois  répétée,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  vertu  de  la  substitution 
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le  système  des  cordes  ainsi  tracées  offrira  évidemment  ou  un  poly- 
gone régulier,  ou  un  système  de  polygones  réguliers. 

Si  le  degré  /  est  premier  à  /,  c'est-à-dire  au  nombre  qui  représente 
l'ordre  de  la  substitution  circulaire 


(J^.  J% 


.,   U,   i\  w), 


le  système  des  cordes  dont  il  s'agit  constituera  simplement  un  poly- 
gone régulier,  qui  pourra  être  du  genre  de  ceux  que  M.  Poinsot  a 
nommés  polygones  étoiles.  Mais  si  les  nombres  /  et  i  offrant  un  ou 
plusieurs  facteurs  communs,  on  nomme  k  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  ces  deux  nombres,  et  a  le  quotient  de  la  division  de  i 
par  ky  alors  le  système  des  cordes  tracées  constituera  un  système  de 
k  polygones  réguliers,  étoiles  ou  non  étoiles,  dont  chacun  renfermera 
a  côtés  seulement.  Donc  alors  aussi  la  substitution 

{jc,  y,  z,  .  .  .,  u,  V,  w)' 

sera  le  produit  de  k  substitutions  circulaires  de  l'ordre  a.  Si,  pour 
fixer  les  idées,  on  pose  /  =  4>  alors,  en  élevant  à  la  seconde  et  à  la 
troisième  puissance  la  substitution  circulaire 


on  trouvera 

{X,  y,  z,  iiy-={x,  z)  (k,  «), 


(x,  j,  z,  uy=ijc,  u,  z,  y). 


Si,  au  contraire,  on  pose  /  ==  6,  alors,  en  élevant  à  diverses  puissances 
la  substitution  circulaire 


on  trouvera 


{jc,  y,  z,  u,  v,  (v), 


{x,  y,  3,  u,  V,  «')'=  {a:,  z,  v)  (y,  u,  w),        (x,  y,  z,  u,  c,  «•)''=  ^^,  «)  (j,  «')  (-.  ^), 
{j--,y,z,ti,  i-,  n')'=(.r,  (',  z)  (y,  il',  II),       {x,  y,  z,  u,i',  ir)'=(.r,  iv,v,  u,  z,  y). 


Soient  maintenant 


A     et     H 


deux  quelconques   des    arrangements   que    Ton   peut    former   avec 
n  variables  j7,  j,  3,  ....  Pour  substituer  le  second  arrangement  au 
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premier,  il  suffira  évidemment  d'opérer  une  ou  plusieurs  substitutions 
circulaires,  que  l'on  formera  sans  peine  en  écrivant  à  la  suite  l'une  de 
l'autre  deux  variables,  dont  Tune  sera  remplacée  par  l'autre  quand  on 
passera  du  premier  arrangement  au  second.  En  conséquence,  la  sub- 
stitution (  *  )'  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  sera  nécessaire- 
ment, ou  une  substitution  circulaire,  ou  le  produit  de  plusieurs  sub- 
stitutions circulaires.  On  trouvera,  par  exemple,  en  supposant  que 

j  renferme  quatre  ou  cinq  variables 

\xyzii/        \    '      /   ^  \xyzHV J  >     /  \^  .      / 

/R 

Les  substitutions  circulaires  dont  une  substitution  quelconque 


A 
sera  le  produit,  sont  ce  que  nous  appellerons  les  facteurs  circulaires 

de  f     )•  Deux  quelconques  d'entre  elles,  étant  composées  de  lettres 

diverses,  seront  évidemment  permutables.   Donc,  tous  les  facteurs 

circulaires  de  (  .  J  seront  permutables  entre  eux,  et  représenteront 

des  substitutions  qui  pourront  être  effectuées  dans  un  ordre  quel- 
conque. Il  y  a  plus:  comme  deux  substitutions  égales  seront  nécessai- 
rement permutables  entre  elles,  si  Ton  élève  (  »  )  à  des  puissances 
quelconques,  on  obtiendra  de  nouvelles  substitutions  qui  seront  per- 
mutables entre  elles,  ainsi  que  leurs  facteurs  représentés  par  des 

puissances  des  facteurs  circulaires  de 


A^ 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  variables  comprises  dans 

les  divers  facteurs  circulaires  de  (  .  )  soient  respectivement  : 
Dans  le  premier  facteur a,     [3,     y,  •  •  • 


V, 


Dans  le  second  facteur ?.,      [x., 

Dans  le  troisième  facteur cp,     y..     ^|;,  .  .  . 

en  sorte  qu'on  ait 

(i)  (^_^)  =  (a,  [3,  y,  ...)(/,  fz,v,  ...)(9,Z''^  ...)•••• 
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Alors,  /  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on  aura  encore 

(^y=(a,  [3,  y,  ...)'(X,  ^,  V,  ...)'(9,X,  ^,  .../•••; 
et,  pour  que  /vérifie  l'équation 

il)'-' 

il  faudra  qu'on  ait  séparément 

(3)  (a,  [3,  y,  ...)'=  1,     (À,  f/,  v.  ...)'=  i,     (cp,  x,  ^,  . .  .)^=  i,     .... 

Or,  les  seules  valeurs  de  /,  propres  à  vérifier  l'équation  (2),  seront 

Tordre  i  de  la  substitution  (  »  )  et  les  multiples  de  i.  Pareillement  les 

valeurs  de  /  propres  à  vérifier  l'une  quelconque  des  formules  (3) 
seront  l'ordre  du  facteur  circulaire  qui  entre  dans  cette  formule  et  les 
multiples  de  cet  ordre.  Cela  posé,  soient 

a,     b,     c, 

les  nombres  qui  représentent  les  ordres  respectifs  des  substitutions 
circulaires 

(a,  (3,  y,  ...),     (>.,  ^i,  V,  ...),    (9,  X,  4>,  ...),     ...; 
et  /•  le  nombre  des  variables  qui  se  trouvent  exclues  de  la  substitu- 
tion (     )  quand  elle  est  réduite  à  son  expression  la  plus  simple.  Non 
seulement  on  aura 

(4)  rt!  H- 6 -+- c  +  .  .  .4- /•  =  /?, 

attendu  que  les  divers  groupes 

a,  [3,  y,  ..., 
).,  IX.  V,  .  . . , 
9.      Z'      4^'         •y 


devront  renfermer  en  somme  les  n  —  r  lettres  auxquelles  se  rapporte 
la  substitution  (  »  )  ;  mais,  de  plus,  on  conclura  évidemment  de  ce  qui 
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précède,  que  l'ordre  i  de  la  substitution  (     j  sera  le  plus  petit  nombre 

divisible  à  la  fois  par  a,  par  6,  par  c,  .... 

Considérons  maintenant  en  particulier,  parmi  les  variables  x,  y, 

z,   .  .  . ,  celles  qui  ne  sont  pas  déplacées  par  la  substitution  (  .  j  et 

nommons  u  l'une  de  ces  dernières.  Comme  nous  l'avons  remarqué,  la 

variable  u  se  trouvera  exclue  de  la  substitution  (  .  j  réduite  à  son 

expression  la  plus  simple;  mais,  d'autre  part,  rien  n'empêchera  de 
mettre  cette  variable  u  en  évidence,  et  de  la  considérer  comme  formant 
à  elle  seule  un  facteur  circulaire  du  premier  ordre,  savoir,  le  suivant  : 


C) 


On  pourra  même  présenter  ce  facteur  du  premier  ordre  sous  une  forme 
analogue  à  celles  des  facteurs  circulaires 

(j-,  r),     {x,y,  s),      . . ., 


en  écrivant  simplement(w)aulieu  de  (     j  >  de  même  qu'on  écrit  (a:,  r), 

{x,y,z\  ...aulieude(;^p.(^;^),.... 

Il  suit  de  cette  observation  que,  dans  la  formule  (4),  on  peut 
regarder  la  lettre  r  comme  exprimant  le  nombre  des  facteurs  circu- 
laires du  premier  ordre,  renfermés  dans  la  substitution  (  »  )  •  Ajoutons 
que,  dans  la  formule  (4),  deux  ou  plusieurs  des  nombres 

«,     h.     c,      . . . ,     r 

peuvent  être  supposés  égaux  entre  eux.  Si  l'on  se  place  dans  cette 
hypothèse,  et  si,  pour  plus  de  commodité,  on  suppose  la  substitu- 
tion (  .  )  équivalente  au  produit  que  l'on  obtient  quand  on  multiplie 
entre  eux 

/  facteurs  circulaires  de  l'ordre  a, 
g  facteurs  circulaires  de  l'ordre  h, 
h  facteurs  circulaires  de  l'ordre  c, 
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r  facteurs  circulaires  du  premier  ordre;  la  formule  (4)  se  trouvera 
évidemment  remplacée  par  la  suivante  : 

(  5j)  /«  +  gb  -f-  hc  4- .  . .  -h  /•  =  /t. 

Une  substitution  quelconque  (  .  j  sera  dite  régulière,   lorsqu'elle 

sera,  ou  une  substitution  circulaire,  ou  le  produit  de  plusieurs  substi- 
tutions circulaires  de  même  ordre.  Elle  sera  irrégulière  dans  le  cas 
contraire.  Cela  posé,  l'ordre  d'une  substitution  régulière  est  évidem- 
ment l'ordre  de  ses  facteurs  circulaires;  de  plus,  toute  substitution 
régulière  est  une  puissance  d'une  certaine  substitution  circulaire. 
Ainsi,  par  exemple,  la  substitution  régulière 

est  le  cube  de  la  substitution  circulaire 

(.r,  j-,  5,  «,  p,  i^'). 

Enfin,  étant  donnée  une  substitution  régulière  qui  renferme  plusieurs 
variables  x,  y,  z,  .  .  .,  celles  de  ses  puissances  qui  ne  se  réduiront 
pas  à  l'unité  seront  des  substitutions  régulières  qui  renfermieront 
nécessairement  toutes  ces  variables.  Au  contraire,  les  puissances 
d'une  substitution  irrégulière  seront,  les  unes  irrégulières,  les  autres 
régulières;  el  celles  qui  seront  régulières  renfermeront  un  moindre 
nombre  de  variables.  Ainsi,  par  exemple,  la  substitution  irrégulière 

qui  renferme  les  variables 

jc,     y,     z,     u,     (^, 

aura  pour  cinquième  puissance  la  substitution  irrégulière 

{X,  z,y)  (u,  ^'), 

qui  renfermera  encore  les  cinq  variables  données;  mais  elle  aura  pour 
carré,  pour  cube  et  pour  quatrième  puissance  les  substitutions  régu- 
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Hères 

dont  chacune  renfermera  deux  ou  trois  variables  seulement. 

Il  est  bon  d'observer  que  si,  après  avoir  substitué  à  l'arrangement  A 
un  autre  arrangement  B,  on  veut  revenir  de  l'arrangement  B  à  l'arran- 
gement A,  cette  seconde  opération,  inverse  de  la  première,  sera  repré- 
sentée, non  plus  par  la  notation  (  ,.  )'  mais  par  la  notation  (^)-  En 
conséquence,  il  est  naturel  de  dire  que  les  deux  substitutions 

D'  (h 

sont  inverses  l'une  de  l'autre.  Cela  posé,  il  est  clair  que,  si  la  substi- 
tution (  ^  j  fait  passer  à  la  place  de  œ  une  autre  variable  y,  la  substi- 
tution inverse  (g  j  fera  passer,  au  contraire,  ^  à  la  place  de  y.  Si  la 

substitution  (  a  )  ^^  réduisait  à  une  substitution  circulaire  du  second 
ordre,  en  sorte  qu'on  eût,  par  exemple, 

elle  aurait  pour  effet  unique  d'échanger  entre  elles  les  deux  variables 
X,  y,  et  se  confondrait  avec  la  substitution  inverse 

Ajoutons  que  les  facteurs  circulaires  de  K  )  seront  évidemment 
inverses  des  facteurs  circulaires  de  (  . 

II-   —  Extension  des  notations  adoptées  dans  le  premier  paragraphe. 
Substitutions  semblables  entre  elles. 

Considérons  n  variables  indépendantes 

et  soient 

A,     B,     C,     D,     ... 
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les  arrangements  divers  qui  peuvent  être  formés  avec  ces  variables. 
Rien  n'empêchera  de  représenter  par  de  simples  lettres 

P,    Q,    R,     ... 

les  substitutions  qui  consistent  à  remplacer  ces  arrangements  l'un 
par  Tautre,  et  de  prendre,  par  exemple, 

Cela  posé,  les  diverses  puissances  d'une  substitution  P  se  trouveront 
représentées  par  les  notations 

po=i,    P,     P^     P\     ...; 

et  si  l'on  nomme  i  l'ordre  de  la  substitution  P,  c'est-à-dire  la  plus 
petite  des  valeurs  entières  de  /  pour  lesquelles  se  vérifie  la  formule 

(0  P'='; 

alors,  en  désignant  par  A- et  par /des  nombres  entiers  quelconques,  on 
aura 

(2)  P^'+'=P^ 

En  généralisant  la  formule  (2),  on  est  naturellement  amené  à  consi- 
dérer non  seulement  des  puissances  positives,  mais  encore  des  puis- 
sances négatives  de  la  substitution  P.  En  effet,  pour  assigner  une 
signification  précise  à  la  notation 

il  suffit  d'étendre,  par  analogie,  la  formule  (2)  au  cas  même  où  / 
devient  négatif.  Alors  on  trouve 

(3)  P-'=P*'-', 

et,  en  particulier, 

(,',)  P-':r=P'-'. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  i  =  6,  et 
on  aura 

P--=:P-^=(,r,  z,r)iN,  r). 
Œuvres  de  C.  -  S.  II,  l.  Xlll.  a4 
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La  substitution  P^'  n'étant  pas  distincte  de  la  substitution  P'"',  il 
en  résulte  que  chacun  des  produits 

PP-i    ou    P-'P 
se  réduit,  comme  on  devait  s'y  attendre,  à 

p/__po_, 

Donc,  par  suite,  si  l'on  a 

P-'  sera  la  substitution  qui,  multipliée  par  f     j,  donne  pour  produit 

l'unité,  c'est-à-dire  la  substitution  ('   j,  inverse  de  (  .  )•  Ainsi,  les 

notations 

P,    P-' 

désignent  généralement  deux  substitutions  inverses  l'une  de  l'autre. 

Ajoutons  que  l'inverse  de  la  substitution  P'  sera  évidemment  P~'. 

Deux  substitutions  étant  toujours  inverses  l'une  de  l'autre,  quand 
leur  produit  est  l'unité,  on  en  conclut  que  la  substitution  PQ  a  pour 
inverse  Q^'P~',  et  que,  pareillement,  la  substitution  P''Q''  a  pour 
inverse  Q~''P-''. 

Deux  substitutions  distinctes 

■        ■  'O'      ^  =  (c 

seront  dites  semblables  entre  elles,  quand  elles  offriront  le  même 
nombre  de  facteurs  circulaires  et  le  même  nombre  de  lettres  dans  les 
facteurs  circulaires  correspondants,  en  sorte  que  les  facteurs  circu- 
laires, comparés  deux  à  deux,  soient  de  même  ordre. 

D'après  cette  définition,  deux  substitutions  circulaires  de  même 
ordre  seront  toujours  semblables  entre  elles,  et  l'on  pourra  en  dire 
autant  de  deux  substitutions  régulières  qui,  étant  de  même  ordre, 
offriront  le  même  nombre  de  facteurs  circulaires.  Ainsi,  par  exemple, 
la  substitution  circulaire  de  second  ordre 


01  E  L'ON  PEl  T  FORMEH  AVEC  DES  LETTRES  DONNÉES.     187 
sera  semblable  à  chacune  des  substitutions 

La  substitution  du  troisième  ordre 

sera  semblable,  non  seulement  à  son  carré 

mais  encore  à  chacune  des  substitutions 

(,r,  j-,  w),      (,r,  3,  //),      .    .,      (y,  z,  n),      ...,      (//,»-,«•).       •••• 

Ainsi  encore  les  trois  substitutions  régulières,  du  second  ordre,  que 
l'on  peut  former  avec  quatre  variables  x,  y,  z,  u,  savoir  : 

(j:,  j){z.,  u),      (x,z)(y\u),     {.r,  u)  (  y,  z), 

sont  semblables  l'une  à  l'autre. 

Etant  données  deux  substitutions  P,  Q  semblables  entre  elles,  on 
peut  toujours  écrire  la  seconde  au-dessus  de  la  première,  de  telle 
sorte  que  les  facteurs  circulaires  de  même  ordre  se  correspondent 
deux  à  deux.  Alors,  aux  diverses  variables  que  renfermait  la  substitu- 
tion P,  correspondront,  dans  la  substitution  Q,  d'autres  variables  qui 
remplaceront  les  premières.  Cela  posé,  concevons  que  l'on  présente 
les  deux  substitutions  P,  Q  sous  les  formes 


Q  = 


en  prenant  pour  A  un  arrangement  quelconque,  et  en  nommant  C 
celui  que  Ton  obtient,  lorsque  dans  l'arrangement  A  on  remplace 
chaque  variable  parla  variable  correspondante,  prise  dans  la  substi- 
tution Q.  Il  est  clair  que  les  deux  substitutions 


el 


Q 


(c)^ 


quand   elles   seront   semblables  l'une  à   l'autre,   déplaceront,   de  la 
même  manière,  les  variables  qui  occupaient  les  mêmes  places  dans  les 
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arrangements  A  et  C.  Donc  alors,  si  Ton  écrit  l'un  au-dessus  de 
l'autre,  d'une  part,  les  arrangements  A  et  C,  d'autre  part,  les  arrange- 
ments B  et  D,  les  variables  qui  se  correspondront  dans  les  arrange- 
ments A  et  C  se  correspondront  encore  dans  les  arrangements  B  et  D, 
produits,  le  premier,  par  l'application  de  la  substitution  P  à  l'arrange- 
ment A;  le  second,  par  l'application  de  la  substitution  Q  à  l'arrange- 
ment G.  Donc  on  aura,  dans  l'hypothèse  admise, 

D\       /C 


Réciproquement,,  si  la  condition  (5)  est  remplie,  les  deux  substi- 
tutions 

appliquées  la  première  à  l'arrangement  A,  la  seconde  à  l'arrange- 
ment C,  déplaceront  certainement,  de  la  même  manière,  les  variables 
qui,  dans  ces  deux  arrangements,  occupaient  les  mêmes  places.  Donc, 
par  suite,  ces  deux  substitutions  devront  offrir  le  même  nombre  de 
facteurs  circulaires,  et  le  même  nombre  de  lettres  dans  les  facteurs 
circulaires  correspondants,  c'est-à-dire  qu'elles  seront  semblables 
l'une  à  l'autre. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  arrangements  ci-dessus  désignés  par 
les  lettres  A,  B,  C,  D  sont  censés  comprendre  généralement  toutes  les 
variables  que  l'on  considère.  Donc,  pour  trouver  les  variables  qui 
doivent  se  correspondre  dans  les  arrangements  A  et  C,  il  est  néces- 
saire de  mettre  en  évidence  toutes  les  variables,  et  non  pas  seulement 
celles  qui  se  trouveraient  renfermées  dans  les  valeurs  des  substitu- 
tions P,  Q,  réduites  à  leurs  plus  simples  expressions.  Ainsi,  par 
exemple,  si  les  substitutions  P,  Q,  formées  chacune  avec  cinq  des  six 
variables 

'^.    j,    -;    ",    «',    "■, 

se  réduisent  aux  suivantes 
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elles  seront  semblables  l'une  à  l'autre.  Mais,  si  l'on  veut  les  présenter 
sous  la  forme 

A,  B,  C,  D  étant  des  arrangements  qui  vérifient  la  condition  (5),  on 
devra  commencer  par  mettre  en  évidence  les  six  variables 


•3^.      J, 


H,        C,        tV, 


dans  chacune  des  substitutions  P,  Q,  en  introduisant  dans  la  substi- 
tution P  le  facteur  de  premier  ordre  (u),  et,  dans  la  substitution  Q,  le 
facteur  (x).  Alors,  en  écrivant  Q  au-dessus  de  P,  de  manière  à  faire 
correspondre  les  uns  aux  autres  les  facteurs  circulaires  de  même 
ordre,  on  trouvera 

P  =  {x.j,  z}{u,  r)(ir), 


et,  par  suite,  on  pourra  prendre 

Az=  jcj'zuviv. 


C  z=yzui'i'('X. 


Si  l'on  adopte  effectivement  ces  valeurs  de  A  et  de  C,  on  trouvera 

encore 

B  =  PA  =.yzxviHr,         D  =  QB  =  zuyiwx, 


et,  par  suite,  on  aura  non  seulement 


}zin'i\x 
.lyzin'iv 


{.r,r,  z,  II,  i-,  u') 


mais  aussi 


{y,  z,  II,  c,  n-,  .r)== 
yzxviiw  ' 


Donc,    les  arrangements  A,  B,   C,  D  seront,    comme   on  devait   s'y 
attendre,  du  nombre  de  ceux  qui  vérifient  la  formule  (5). 
Concevons  maintenant  que,  les  deux  substitutions 


P  = 


B 


Q  = 


D 


AT  ~^~VC 

étant  semblables  l'une  h   l'autre,  et  représentées  à  l'aide  de  quatre 
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arrangements  A,  B,  C,  D  qui  vérifient  la  condition  (5),  on  pose 

Alors  on  tirera  de  la  formule  (5),  non  seulement 

/D\       /C 

mais  aussi 


B/-VA'-^' 


(o)-(c)- 


D'ailleurs  on  aura  identiquement 


^HcHÏ){l){'c 


Donc,  eu  égard  aux  formules 

{ï)=--    {l)=--    (^)=-' 

on  aura  encore 

(6)  QzzzRPR- 

Si  l'on  posait 

s=«-'=(c;' 

la  formule  (6)  deviendrait 

(7>  Q  =  S-PS. 

Nous  pouvons  donc  conclure,  de  ce  qui  précède,  que  P  étant  une  sub- 
stitution quelconque,  toute  substitution   semblable  à  P  sera  de  la 

forme 

RPR-', 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  forme 

S"i  PS. 

En  d'autres  termes,  toute  substitution  semblable  à  P  sei^a  le  produit  de 
trois  facteurs  dont  les  deux  extrêmes  seront  inverses  Vun  de  Vautre^  le 
facteur  moyen  étant  précisément  la  substitution  donnée  P.  Réciproque- 
ment, tout  produit  de  trois  facteurs  dont  les  deux  extrêmes  seront  deux 
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substitutions  imerses  Cune  de  l'autre^  le  facteur  moyen  étant  la  substitu- 
tion P,  sera  une  substitution  semblable  à  P. 

On  peut  remarquer  encore  que  de  la  formule  (6)  on  tire 

En  conséquence,  deux  substitutions  P,  Q   sont  semblables  l'une  à 
l'autre,  lorsqu'elles  vérifient  une  équation  de  la  forme 

(8)  (^)ri  =  HF. 

Concevons  maintenant  que  P,  Q  soient  deux  substitutions  quel- 
conques semblables  ou  dissemblables.  Les  produits 

seront  certainement  des  substitutions  semblables  entre  elles.  En  effet, 
si  l'on  pose 

(9)  H  =  PQ,        S  =  QF, 
on  en  conclura,  d'une  pari, 

et,  par  suite, 
d'autre  part, 
et,  par  suite, 


R  =  Q-'SQ; 
Q  =  P-R, 
S  =  P-iRP. 


On  arriverait  encore  à  la  même  conclusion,  en  observant  que  des  for- 
mules (9)  on  déduit  immédiatement  Téquation 

(10)  RP  =  PS, 

analogue  à  la  formule  (8).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

,  riiÉORÈMK.  —  Les  deux  produits  que  l'on  peut  former  a\ec  deux  sub- 
stitutions données,  en  prenant  Vune  ou  Vautre  pour  multiplicande ,  sont 
deux  nouvelles  substitutions,  non  seulement  de  même  ordre,  mais  encore 
semblables  entre  elles. 


Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  multiplie  i'^{x,y)  par  (^ j,  z);  ■2"(y,  s) 
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par(a7,  j),  on  obtiendra,  dans  le  second  cas  comme  dans  le  premier, 
une  substitution  du  second  ordre,  et  l'on  trouvera 


m.   —  Sur  les  diverses  formes  que  peut  revêtir  une  même  substitution, 
et  sur   le   ttomhre   des  substitutions  semblables    à   une  substitution  donnée. 


Soit  P  l'une  des  substitutions  que  l'on  peut  former  avec  n  variables 
X,  y,  z,  .  .  . ,  et  posons 

N  =r  I  .  2  .  3  .  .  .  // . 

Si  l'on  présente  cette  substitution  sous  la  forme  d'un  rapport  qui  ait 
pour  termes  deux  des  arrangements  composés  avec  les  variables  x, 
y,  z,  .  .  .,  alors,  comme  nous  l'avons  remarqué  dans  le  paragraphe  I, 
on  pourra  prendre  pour  dénominateur  de  ce  rapport  un  quelconque  de 
ces  arrangements,  et  par  suite,  en  laissant  toutes  les  variables  en  évi- 
dence, on  pourra  présenter  la  substitution  P  sous  N  formes  diverses. 
Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  prend  /i  =  3,  on  aura  N  =  G,  et  la  substi- 
tution du  second  ordre  par  laquelle  on  échangera  entre  elles  les  deux 
variables  x,  y,  pourra  être  présentée  sous  l'une  quelconque  des 
six  formes 

(yjoz\^    fy-x\^    f^"-y\^    ("^J'A,    (^y^\,    (^"^^ 

\xyz)'      \xzy)'      \yzx)'      \yxz)'      \zxy)'      \zyx 

Le  nombre  des  formes  que  peut  revêtir  une  même  substitution  P  se 
trouve  notablement  diminué  lorsqu'on  l'exprime  à  l'aide  des  facteurs 
circulaires  dont  elle  est  le  produit,  et  que,  pour  représenter  chaque 
facteur  circulaire,  on  écrit  entre  deux  parenthèses  les  variables  qu'il 
renferme,  en  les  séparant  par  des  virgules,  et  plaçant  à  la  suite  l'une 
de  l'autre  deux  variables  dont  la  seconde  doit  être  substituée  à  la  pre- 
mière. Alors  le  nombre  des  variables  comprises  dans  chaque  facteur 
circulaire  indique  précisément  l'ordre  de  ce  facteur,  et  le  plus  petit 
nombre  qui  soit  simultanément  divisible  par  les  ordres  des  divei's 
facteurs  représente  l'ordre  i  de  la  substitution  P.  Alors  aussi  toute 
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variable  qui  reste  immobile  quand  on  effectue  la  substitution  P,  doit 
être  censée  comprise  dans  un  facteur  circulaire  du  premier  ordre,  qui 
renferme  cette  seule  variable,  et,  par  suite,  un  tel  facteur,  représenté 
par  l'une  des  notations 

est  équivalent  à  l'unité.  Les  facteurs  circulaires  du  premier  ordre  dis- 
paraîtront toujours,  si  la  substitution  donnée  P  est  réduite  à  son 
expression  la  plus  simple.  Mais  ils  reparaîtront  nécessairement  si  Ton 
veut  mettre  en  évidence  toutes  les  variables.  Il  importe  de  connaître 
le  nombre  des  formes  différentes  que  peut  revêtir,  dans  cette  hypo- 
thèse, la  substitution  P.  On  y  parvient  aisément  de  la  manière  sui- 
vante : 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  substitution  P,  étant  de 
l'ordre  i,  renferme 

/  facteurs  circulaires  de  l'ordre  a, 
g  facteurs  circulaires  de  l'ordre  è, 


r  facteur»  circulaires  du  premier  ordre,  en  sorte  que  /•  exprime  le 
nombre  des  variables  qui  restent  immobiles  quand  on  effectue  la 
substitution  P;  on  aura  nécessairement 

(  '  )  '''/  +  ''-'»  H-  .  .  .  +  /•=  // . 

Supposons  encore  qu'après  avoir  exprimé  la  substitution  P  à  l'aide  de 
ses  divers  facteurs  circulaires,  représentés  chacun  par  une  série  de 
lettres  comprises  entre  deux  parenthèses,  et  séparées  par  des  virgules, 
on  veuille  déterminer  le  nombre  w  des  formes  semblables  que  l'on 
peut  donner  à  la  substitution  sans  déplacer  les  parenthèses,  et,  par 
conséquent,  sans  altérer  les  nombres  de  lettres  comprises  dans  les 
facteurs  circulaires  qui  occupent  des  rangs  déterminés.  Tout  ce  que 
l'on  pourra  faire,  pour  modifier  la  forme  de  la  substitution  P,  ce  sera 
ou  de  faire  passer  successivement  ii  la  première  place,  dans  chaque 
facteur  circulaire,  une  quelconque  des  lettres  comprises  dans  ce  lac- 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t    XlII.  a", 
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teur,  ou  d'échanger  entre  eux  les  facteurs  circulaires  de  même  ordre. 
Par  suite,  pour  ol)tenir  le  nombre  w  des  formes,  semblables  entre 
elles,  que  peut  revêtir  la  substitution  I*,  il  suffira  de  multiplier  le 
pioduil 

des  ordres  de  tous  les  facteurs  circulaires  par  le  nombre 

(l  .2  .../)(  1.2     .  .,^')  ...(1.2.../-) 

des  arrangements  divers  que  l'on  peut  former  avec  ces  facteurs, 
lorsque,  sans  déplacer  les  parenthèses  qui  les  renferment,  on  se  borne 
à  échanger  entre  eux  de  toutes  les  manières  possibles  les  facteurs 
circulaires  de  même  ordre.  On  aura  donc 

(  2  )  Cl)  =  (  [  .  '2  . ,.  .  y  )  (  1  .  2  .  .  .  ,i,'-  )  .  .  .  (  I  .  2  .  .  .  /•  )  rif  h^' .... 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  prend  n  —.  5,  a  =^^,  f=  i,  /'=  -i,  la  for- 
mule (2) donnera 

Effectivement,  si  l'on  met  en  évidence  les  cinq  variables  ^,  y,  ^,  //,  <', 
dans  la  substitution 

composée  avec  trois  de  ces  variables,  on  pourra  la  présenter  sous  la 
forme 

{X,  ,}-,  Z){I()(V), 

et,  sans  déplacer  les  parenthèses,  on  pourra  donner  à  cette  mém.e 
substitution  six  formes  semblables,  savoir  : 

{jr,  j\  :-){if)  (»•),     {y,  ;,  x)  {a)  (r  ).     U,  x.  y)  [u  )  (  r  ), 
{x,y,z){i'){u),     {y,  z,x){i'){H),     {:■.  a-,  y)  (v)  [h). 

11  sera  maintenant  facile  de  calculer  le  nombre  des  substitutions 
semblables  entre  elles,  et  à  une  substitution  donnée  P,  qui  peuvent 
être  composées  avec  n  variables 

./•,      j-,       Z.       

En  effet,  nommons 

l\    P'.     I*".     ... 
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ces  substitutions  semblables  à  P.  Supposons  d'ailleurs  que  l'on  repré- 
sente chacune  d'elles  par  le  produit  de  ses  divers  facteurs  circulaires, 
en  mettant  toutes  les  variables  en  évidence,  et  en  assignant  aux  paren- 
thèses des  places  déterminées.  Enfin,  concevons  que  l'on  donne  à 
chacune  des  substitutions  P,  P',  P",  ...  toutes  les  formes  qu'elle  peut 
revêtir  dans  cette  hypothèse.  Si  l'on  nomme  07  le  nombre  total  des 
substitutions  P,  P',  P  ",  .  .  . ,  et  (o  le  nombre  des  formes  sous  lesquelles 
se  présentera  chacune  d'elles,  le  produittonr  exprimera  non  seulement 
le  nombre  total  des  formes  que  revêtiront  la  substitution  P  et  les 
substitutions  semblables  à  P,  mais  encore  le  nombre  N  des  arrange- 
ments divers  que  l'on  peut  former  avec  n  variables.  Car  on  devra 
évidemment  retrouver  tous  ces  arrangements,  en  supprimant  les  vir- 
gules et  les  parenthèses  dans  les  diverses  formes  obtenues.  On  aura 
donc 

(3)  wnî  =  N, 

la  valeur  de  N  étant 

N  r=  1  . 2  .  .  .  /i  ; 

et,  par  suite,  on  aura  encore 

(4)  c>  =  -. 

Si  la  substitution  P  renferme  /  facteurs  circulaires  de  l'ordre  «, 
g  facteurs  circulaires  de  l'ordre  h,  .  .  . ,  enfin  r  facteurs  circulaires  du 
premier  ordre,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (2  ), 

0)  z::z  (  I  .  2  .../)(  1  .•->....,;'  )  ...  (1.2.../-)  af  h"  .  .  .  , 

et  par  consé(|uent  la  formule  (3)  donnera 

(a  m  = — — — — — — —— . 

(i.2...^)(i.2...i')  ...  (i.2...r)...a./Y»"... 

Si  maintenant  on  désigne  par 

lier 

la  somme  des  valeurs  de  m  correspondantes  aux  divers  systèmes  de 
nombres  qui  peuvent  représenter  des  valeurs  de  (i,  b,  c,  .  .  .,  propres 
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à  vérifier  l'équation  (i)  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  désigne  par  2gj 
la  somme  des  valeurs  de  uj  correspondantes  aux  diverses  manières  de 
partager  le  nombre  n  en  parties  égales  ou  inégales,  alors  2ct  devra 
être  précisément  le  nombre  total  des  substitutions  que  l'on  peut 
former  avec  n  lettres.  On  aura  donc 

(6)  lw  =  ^, 

et,  par  suite,  eu  égard  à  la  formule  (5), 

^"^  2d{u2..  ./)(i.2.  .  .^'■)(i.2..  Ji).  .  .a'  bf<c'' .  ..  ~~^' 

Cette  dernière  équation  paraît  digne  de  remarque.  Si,  pour  fixer  les 
idées,  on  pose  n  =  5,  on  trouvera 

/i=5=r4  +  I  =  3-h2  =  34-I+l=2  +  2+I  =  'i+I  +  I  +  I=I+l  +  I+I-!-I. 

et,  par  suite,  l'équation  (7)  donnera 


I 
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2- 

I.I.32        1.2.3.4.5         ' 
ce  qui  est  exact. 

IV.   —   Résolution  de  réqualion   linéaire  et  symbolique  par  laquelle 
se  trouvent  liées  Vune  à  Cautre  deux  substitutions  semblables  entre  elles. 

Soient  P,  Q  deux  substitutions  semblables  entre  elles,  formées  avec 

n  variables 

•^1    j'i    -^'i     •  •  •  ■) 

ou  du  moins  avec  plusieurs  de  ces  variables;  et  supposons 

(i)  r^=z(a,(3,    y,    ...,y))(/,    IX,    V,    ...,p)  ...(a>)(yJ(J;)..., 

(2)  Q  =  {a\  S',  y\   .  .  . ,  -n')  (//,  fx',  v',  ...,?')•••  (?')  ix')  (^')  •  •  • , 

a',  [3',  y',  .  .  .,  v-,';  a',  ;j/,  v',  .  .  .,  g',  ...  ;  9',  '/,  'J>',  .  .  .  désignant  les 
variables  qui,  dans  la  substitution  Q,  ont  pris  les  places  qu'occupaient 
les  variables  a,  [3,  y,  .  .  . ,  r,;  X,  a,  v,  .  .  . ,  p,  .  .  .  ;  ç,  y,  d;,  ...  dans 
la  substitution  P.  Représentons  par 

A     et     C 
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les  arrangements  auxquels  se  réduisent  les  seconds  membres  des  for- 
mules (i)  et  (li),  quand  on  y  supprime  les  parenthèses  et  les  virgules 
placées  entre  les  variables,  en  sorte  ([u'on  ait 


(3) 

A  =  oc(3y   . 

.  .  -fil  IX    V   .  . 

,.  p  . 

•  •  9  X  ^ 

(4) 

C  =  a'(3')/'. 

..r/l'ix'v'  . 

..p'. 

•  •  ?'7/^' 

Enfin,  soient 

(5) 

B  = 

:  PA         et 

D  = 

=  QC 

les  nouveaux  arrangements  qu'on  obtiendra  en  appliquant  à  l'arran- 
gement A  la  substitution  P,  et  à  l'arrangement  C  la  substitution  Q.  On 
trouvera 


(6) 
(7) 


B 

D: 


(3'/. 


fi  a  (X  V 


p/.  . 

o'V 


?  z  y 


Par  conséquent,  les  variables  qui,  prises  deux  à  deux,  se  correspon- 
daient mutuellement  dans  les  arrangements  A,  C,  se  correspondront 
encore  dans  les  arrangements  B,  D;  et  cela  devait  être  ainsi,  puisque 
les  substitutions  semblables  P,  Q,  présentées  sous  les  formes  sem- 
blables (i)  et  {'i),  ont  eu  précisément  pour  effet  de  déplacer  de  la 
même  manière  les  variables  semblablement  placées  dans  les  arrange- 
ments A  et  C.  On  aura  donc 


(8) 


Gela  posé,  faisons,  pour  abréger, 

On  aura,  par  suite, 

(9)  DzrzHB,         C  =  BA; 

et  des  équations  (()),  jointes  aux  formules  (5),  on  tirera 

D^RPA,        D  =  QRA, 


par  conséquent 

(10) 


QR\  =  RPA, 
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et 

(il)  QR  =  KP. 

Réciproquement,  si  les  substitutions  P,  Q  sont  liées  entre  elles  par 
une  équation  semblable  à  la  formule  (ii),  alors,  en  appliquant  à  un 
arrangement  quelconque  A  la  substitution 

on  retrouvera  l'équation  (lo),  et,  en  posant,  pour  abréger, 

ou,  ce  qui  revient  au  môme, 

B  =  PA,        C  =  R  A,        D  =:  OC, 

on  tirera  de  l'équation  (lo) 

D  =  HB.        ]\  = 
On  aura  donc  alors 


et,  par  suite,  les  substitutions 


seront  semblables  l'une  à  l'autre,  puisque,  en  vertu  de  la  formule  (12), 
elles  devront  déplacer  de  la  même  manière  les  variables  qui  se  corres- 
pondent dans  les  deux  termes  de  la  substitution 

C 
A 

Il  importe  d'observer  que  les  deux  membres  de  la  formule  (i  i)  sont 
les  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  les  deux  substitutions  sem- 
blables P  et  Q  par  une  nouvelle  substitution  R  dont  la  première  puis- 
sance entre,  dans  l'un  des  produits,  comme  multiplicande,  et  dans 
l'autre  produit,  comme  multiplicateur.  Pour  obtenir  cette  nouvelle 
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substitution  R,  il  suffit  d'exprimer  la  substitution  P  à  l'aide  de  ses 
facteurs  circulaires,  en  mettant  toutes  les  variables  en  évidence,  et 
d'écrire  au-dessus  de  P  la  substitution  Q,  présentée  sous  une  forme 
semblable  à  celle  de  P,  puis  de  transformer  les  deux  substitutions  0? 
P  en  deux  arrangements  C,  A  par  la  suppression  des  parentlièses  et 
des  virgules  placées  entre  les  variables.  Ces  deux  arrangements  C,  A 
seront  les  deux  termes  d'une  substitution  H  qui  vérifiera  la  for- 
mule (il).  Il  y  a  plus  :  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  toute  valeur 
de  R  propre  à  vérifier  cette  formule  sera  évidemment  fournie  par  la 
comparaison  des  deux  substitutions  semblables  P,  Q,  superposées 
l'une  à  l'autre,  ainsi  qu'on  vient  de  l'expliquer.  D'ailleurs,  en  lais- 
sant P  sous  la  même  forme,  on  pourra  donner  successivement  à  Q 
diverses  formes  semblables  à  celle  de  P,  et  semblables  entre  elles, 
dont  le  nombre  w  sera  déterminé  par  l'équation  (2)  du  paragraphe 
précédent;  et,  par  suite,  il  est  clair  que  la  substitution  R  admettra  un 
nombre  w  de  valeurs  distinctes.  Donc,  si  Ton  résout  par  rapport  à  R 
la  formule  (i  i),  c'est-à-dire  Véquation  symbolique  et  linéaire  à  laquelle 
doit  satisfaire  la  substitution  R,  on  obtiendra  un  nombre  co  de  solu- 
tions diverses  correspondantes  aux  diverses  formes  de  la  substitu- 
tion Q. 

Si,  en  supposant  connues,  non  plus  les  substitutions  semblables  P, 
Q,  mais  l'une  d'elles,  P  par  exemple,  et  la  substitution  R,  on  deman- 
dait la  valeur  de  Q  déterminée  par  la  formule  (  1 1),  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par  la  suivante 
(,3)  o=KI»lV^ 


on  remarquerait  que,  pour  passer  de  la  valeur  de  P,  donnée  par  la  for- 
mule (i),  à  la  valeur  de  Q,  donnée  par  la  formule  (2),  il  suffit  de  faire 
subir  aux  variables  x,  r,  z,...  les  déplacements  par  lesquels  on 
passe  de  la  valeur  de  A,  donnée  par  la  formule  (^3),  à  la  valeur  de  C, 
donnée  par  la  formule  (4),  c'est-à-dire  les  déplacements  qui  sont  indi- 
qués par  la  substitution  R.  En  opérant  ainsi,  on  obtiendrait  la  seule 
valeur  de  Q  qui  vérifie  la  formule  (i3). 
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Nous  savons  donc  maintenant  résoudre  les  deux  problèmes  sui- 
vants : 

Problème  I.  —  Étant  données  n  variables  ^,  7,  -,  ...  et  deux  substi- 
tutions semblables  P,  Q,  formées  avec  ces  variables,  trouver  une  troisième 
substitution  W  qui  soit  propre  à  résoudre  l'équation  linéaire 

RP  =  QH. 

Solution.  —  Exprimez  la  substitution  P  à  l'aide  de  ses  facteurs  cir- 
culaires, en  mettant  toutes  les  variables  en  évidence,  puis  écrivez  au- 
dessus  de  la  substitution  P  la  substitution  Q,  présentée  sous  une 
forme  semblable  à  celle  de  V.  Supprimez  ensuite  les  parenthèses  et 
les  virgules  placées  entre  les  variables.  Les  deux  substitutions  Q,  P 
seront  ainsi  transformées  en  deux  arrangements  qui  seront  propres  à 
représenter  les  deux  termes  de  la  substitution  R. 

Corollaire.  —  Les  substitutions  P,  Q  peuvent  ne  renfermer  qu'une 
partie  des  variables  œ,  y,  z,  ...  ;  mais,  pour  obtenir  toutes  les  solu- 
tions de  l'équation 

RI»  =  QR, 

on  devra,  comme  nous  l'avons  dit,  mettre  toutes  les  variables  en  évi- 
dence, même  celles  qui  ne  seraient  renfermées  dans  aucune  des  deux 
substitutions  P,  Q,  si  ces  substitutions  étaient  réduites  a  leur  plus 
simple  expression.  Il  en  résulte  que,  les  substitutions  P,  Q  restant  les 
mêmes,  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  symbolique  linéaire 

RI>  =  ()]{         ^ 

croîtra  en  même  temps  que  le  nombre  des  variables  x,  y,  3, 

Pour  éclaircir  ce  qu'on  vient  de  dire,  supposons  que  les  substitu- 
tions P,  Q,  réduites  à  leur  plus  simple  expression,  soient  deux  substi- 
tutions circulaires  du  second  ordre,  et  que  l'on  ait 

Si  les  variables  x,y,  z,  ...  se  réduisent  à  trois,  alors,  P  étant  pré- 
senté sous  la  forme 

(^,  j)-)(s). 
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Q  pourra  être  présenté  sous  l'une  des  formes  semblables 

(./■,  r.)(r).     {z,x)(v), 
et,  par  suite,  la  valeur  de  R  devra  se  réduire  à  l'une  des  substitutions 


.rzj 
JVZ 


z.ry 
.ryz 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'une  des  substitutions 

(  V,  c),     {.T.z,y). 

Si,  au  contraire,  l'on  considère  quatre  variables  t,  y,  ;,  //,  alors, 
P  étant  présenté  sous  la  forme 

i.r,y)[z)(N), 

Q  pourra  être  présenté  sous  l'une  quelcon([ue  des  formes  semblables 

(^,  z)  (y)  (u),     (z,  J-)  (j)  (u).      (,r,  z)  {n)  (7),      {z,  .r)  {a)  (y), 

et,  par  suite,  R  pourra  être  l'une  quelconque  des  quatre  substitutions 


xzya 
.rj'zi/ 


Z.D'It 

.ryzi/ 


jzuy 
.D'zil 


ZJ  if)' 
.l}Zll 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  l'une  quelconque  des  quatre  substitu- 
tions 

(j,  =),     {.i\  z,  y),     (y,:-,  II),     {.r,  z,  ,(,  y). 

Problème  H.  —  Étant  données  n  variables  x^  y,  z-,  .  .  . ,  et  deux  sub- 
stitutions semblables  P,  Q,  formées  avec  ces  variables,  trouver  la  substitu- 
tion Q  semblable  à  P,  et  déterminée  par  la  formule 

()  =  \\V\\-\ 

Solution.  —  Exprimez  la  substitution  P  à  l'aide  de  ses  facteurs  cir- 
culaires, puis  effectuez  dans  P  les  déplacements  de  variables  indiqués 
par  la  substitution  H,  en  opérant  comme  si  P  représentait  un  simple 
arrangement. 

Corollaire.  —  Pour  résoudre  ce  second  problème,  il  n'est  pas  néces- 
saire de  mettre  toutes  les  variables  en  évidence,  comme  on  doit  le 
faire  généralement  quand  il  s'agit  d'obtenir  foules  les  solutions  du 

Œuvres  de  C.  —  S.  II.  l.  Mil.  26 
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premier;  et  l'on  peut  se  servir  de  substitutions  réduites  à  leurs  plus 
simples  expressions.  Si,  pour  fixer  les  idées,  Ton  prend 

P  =  (.r,  r),         l\=:{jr,z,y), 

alors,  en  appliquant  la  règle  ci-dessus  établie,  on  trouvera,  quel  que 
soit  d'ailleurs  le  nombre  des  variables  données, 

KPR    '=(;,  a,).  PHP    '=(j,  3,  .r). 

Si  l'on  supposait,  au  contraire, 

on  trouverait 

RPR-'=(3.  u).         PRP-'  =  (r,  :-)(.F,  t/). 

V.  —  Si(r  les  facteurs  primitifs  d'une  suhstitutio/i  donnée. 

Nommons   P   l'une   des    substitutions  que   l'on   peut  former  avec 
n  variables 

.r,     y.     z,      .... 

et  concevons  que  l'ordre  i  de  cette  substitution  ait  été  décomposé  en 

facteurs 

a.     b.     (\ 

premiers  entre  eux;  enfin,  soit  /  un  nombre  entier  quelconque.  En 
vertu  d'un  théorème  précédemment  établi  (p.  i64),  on  pourra  tou- 
jours satisfaire  à  l'équivalence 

(I)  /(^^  +  |  +  Z+...^^/         (niod/) 

par  des  valeurs  entières  de  a,  [3,  y,  ....  D'ailleurs,  i  étant  l'ordre  de 
la  substitution  P,  une  équivalence  de  la  forme 

/^r^l"^,_      (mod?) 

entraînera  toujours  l'équation 

p/— -  p/'H-r+...-_  p/'pr_    _  ^  '^ 
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Donc  la  formule  (i)  entraînera  la  suivante  : 


pi-—  \i7i°^  po'^  pi"        . 


et  comme,  en  posant,  pour  abréger, 


{■2)  P"=z\    ,  V>'=\\  P'rrzW, 

on  aura  encore 

on  tirera  définitivement  de  la  formule  (i),  jointe  aux  équations  (2), 

(3)  P'=U*VP\Vï.... 

Dans  le  cas  particulier  où  /se  réduit  à  l'unité,  les  exposants  a,  !3,  y, ... 
sont  uniquement  assujettis  à  vérifier  l'équivalence 

(4)  /(^  +  ?  +  ^^+...)^i  (mod/), 

et  la  formule  (3)  donne 

Il  est  bon  d'observer  que,  l'ordre  i  de  la  substitution  P  étant  la  plus 
petite  valeur  entière  et  positive  de  /propre  à  vérifier  l'équation 

P'=i, 
l'ordre  de  la  substitution 

ou  la  [dus  petite  valeur  entière  et  positive  de  /.•  propre  à  vérifier  la  for- 
mule 

sera  nécessairement 

Pareillement,  les  ordres  des  substitutions 

V  =  P'',         W  =  I^'.     ... 
se  trouveront  représentés  par  les  facteurs  6,  c,  ...  du  nombre  i. 
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Concevons  à  présent  que,  p,  q,  r,  ...  étant  les  facteurs  premiers 
de  i,  on  ait 


(6)  i=ipfqKr''.... 

On  pourra  prendre 

(7)  ct=pJ\     h=:q^.     c  =  r\      ..., 

et,  par  suite,  les  nombres 

pf,      rr",      r\      ... 

exprimeront  les  ordres  respectifs  des  substitutions 

U,     V,    W,     .... 

D'ailleurs,  d'après  ce  qui  a  été  dit  à  la  page  182,  l'ordre  d'une  substi- 
tution quelconque  P  est  divisible  par  l'ordre  de  chacun  des  facteurs 
circulaires  de  P.  Donc  l'ordre  /)^  de  la  substitution  U  devra  être  divi- 
sible par  l'ordre  de  chacun  des  facteurs  circulaires  de  U.  Donc, 
puisque  les  diviseurs  de  p^  ne  pourront  être  que  des  puissances  du 
nombre  premier  jo,  la  substitution  U  jouira  de  cette  propriété  remar- 
quable, que  les  ordres  de  ses  divers  facteurs  circulaires  seront  tous 
des  puissances  d'un  même  nombre  premier  jt).  Pareillement,  les  ordres 
des  divers  facteurs  de  la  substitution  V,  ou  W,  .  .  .,  seront  tous  des 
puissances  du  nombre  premier  ^  ou  ;■,  .... 

D'autre  part,  puisque  U*  représente  le  produit  de  a  facteurs  égaux 
à  U,  que  V'^  représente  le  produit  de  p  facteurs  égaux  à  V^  .  .  .,  il 
résulte  de  la  formule  (5)  que  la  substitution  P  peut  être  décomposée 
en  facteurs  dont  chacun  se  confonde  avec  l'une  des  puissances  de  P 
désignées  par  les  lettres  U,  Y,  W,  ....  Cela  posé,  les  substitutions 

l.    \,    AV,     ... 

joueront,  par  rapport  à  la  substitution  P  de  l'ordre  i,  un  rôle  analogue 
à  celui  que  les  facteurs 

pJ\     </",     r\     ..., 

dont  chacun  est  une  puissance  d'un  nombre  premier,  jouent  eux- 
mêmes  par  rapport  au  nombre  entier  i.  On  peut  remarquer  aussi  que 
les  substitutions  U,  V,  W,  ...  représentent  des  puissances  de  P  des- 
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quelles  on  peut  déduire  toutes  les  autres  à  l'aide  des  formules  (3) 
et  (5).  Elles  offrent  donc  encore,  pour  cette  raison,  une  certaine  ana- 
logie avec  certaines  racines  des  équations  binômes,  savoir,  avec  celles 
qui  sont  désignées  sous  le  nom  de  primitives,  et  qui,  élevées  à  des 
puissances  diverses,  reproduisent  toutes  les  autres  racines.  Pour  con- 
server le  souvenir  de  ces  diverses  analogies,  nous  dirons  que  les  sub- 
stitutions 

U,     V,     w,     ..., 

déterminées  par  les  formules  (2)  sont  les  facteurs  primitif  s  de  la  sub- 
stitution P. 

De  plus,  nous  appellerons  substitution  primitive  celle  qui  n'aura 
d'autres  facteurs  primitifs  qu'elle-même,  ou,  en  d'autres  termes,  celle 
dont  l'ordre  sera  une  puissance  d'un  nombre  premier. 

Cela  posé,  la  substitution 

formée  avec  six  variables,  sera  une  substitution  primitive  du  qua- 
trième ordre,  représentée  par  le  produit  de  deux  facteurs  circulaires 
dont  les  ordres  2  et  4  se  réduiront  ii  la  première  et  à  la  seconde  puis- 
sance du  nombre  premier  'a. 

Au  contraire,  la  substitution  circulaire 

P  =  (.r,  r.  ;,  u,  f,  «»'), 
dont  l'ordre  est  exprimé  par  le  nombre 

6  =  2.3, 

sera  décomposable  en  facteurs  primitifs,  représentés  chacun  par  Tune 
des  substitutions  régulières 

Ll  =  I>^  =(./•,  z;  V)  (y,  u,  tv),         V  =  P^'=(,r,  u)  (r,  i-)  (;,  t). 
Effectivement,  en  adoptant  les  valeurs  précédentes  de  U  et  V,  on  trou- 
vera 


et,  par  conséquent, 

Enfin,  si  l'on  [)Ose 


lin  r=p-=P: 
P=C^\. 

P  =  (.r.   )•.  ;)  (  //.  f), 
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P  sera  une  substitution  du  sixième  ordre,  que  l'on  pourra  décomposer 
en  facteurs  primitifs  représentés  chacun  par  l'une  des  deux  substitu- 
tions circulaires 

U  =  V'-=  {.i\  z,  y).  \  =  V-'=(i(,  (•). 

et  que  Ton  déduira  encore  de  ces  facteurs  à  l'aide  de  la  formule 

P=rljn. 

VI.   —  Sur  les  dérivées  d'une  ou  de  jditsieiirs  substitutions^ 
et  sur  les  systèmes  de  substitutions  conjuguées. 

Étant  données  une  ou  plusieurs  substitutions  qui  renferment  les 
n  lettres  x,  y,  z,  .  .  . ,  ou  du  moins  plusieurs  d'entre  elles,  je  nom- 
merai substitutions  dérwées  toutes  celles  que  l'on  pourra  déduire  des 
substitutions  données,  multipliées  une  ou  plusieurs  fois  les  unes  par 
les  autres,  ou  par  elles-mêmes,  dans  un  ordre  quelconque;  et  les  sub- 
stitutions données,  jointes  aux  substitutions  dérivées,  formeront  ce 
que  j'appellerai  un  système  de  substitutions  conjuguées.  L'ordre  de  ce 
système  sera  le  nombre  total  des  substitutions  qu'il  présente,  y  com- 
pris la  substitution  qui  offre  deux  termes  égaux  et  se  réduit  à  l'unité. 

Lorsque  les  substitutions  données  se  réduisent  à  une  seule  P,  les 
substitutions  dérivées  se  confondent  avec  les  puissances  de  P  et 
forment  un  système  de  substitutions  conjuguées  qui  est  d'un  ordre 
représenté  par  l'ordre  de  la  substitution  P. 

Le  système  de  toutes  les  substitutions  que  l'on  peut  former  avec 
n  lettres  x,  y,  j,  .  .  .  est  évidemment  un  système  de  substitutions 
conjuguées.  Si  l'on  nomme 

A,     il    C,     ... 
les  divers  arrangements  qui  peuvent  être  formés  avec  les  n  variables 
X,  y,  z,  .  .  . ,  les  substitutions  comprises  dans  le  système  dont  il  s'agit 
seront 

(a)-    (_!)■    il)'       ■ 

et  le  nombre    N  de  ces   substitutions,  ou  l'ordre  du  système,  sera 
déterminé  par  la  formule 
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Soit  maintenant 

(a)  1,     l',     ().     W.      ... 

un  système  quelconque  de  substitutions  conjuguées.  D'après  la  défi- 
nition même  d'un  tel  système,  on  devra  toujours  reproduire  les 
mêmes  substitutions,  rangées  seulement  d'une  autre  manière,  si  on 
les  multiplie  séparément  par  l'une  quelcoiique  d'entre  elles,  ou  bien 
encore  si  l'une  quelconque  d'entre  elles  est  séparément  multipliée 
par  elle-même  et  par  toutes  les  autres.  Donc,  si  l'on  nomme  S  l'une 
quelcon({ue  des  substitutions  (^2),  les  divers  termes  de  la  série 

(3)  S,     SP,     S(^>.     Sl{,      ..., 

ou  bien  encore  de  la  série 

(4)  S,     PS,     QS,     [{S,      .... 

se  confondront  avec  les  termes  de  la  série  (2)  rangés  dans  un  nouvel 
ordre. 

Ajoutons  qu'il  est  facile  d'établir  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  L'ordie  d'un  système  de  substitutions  conjuguées  rela- 
tives à  n  variables  est  toujours  un  diviseur  du  nombre  N  des  arrangements 
que  Von  peut  former  avec  ces  variables. 

Démonstration.  —  Supposons  que  le  système  donné  soit  celui  que 
présente  la  série  (2),  et  nommons  xAI  l'ordre  de  ce  système.  Si  la 
série  (2)  se  confond  avec  la  série  (i),  on  aura  précisément  M  =  N; 
dans  le  cas  contraire,  désignons  par  U,  \  ,  \V,  .  .  .  des  substitutions 
qui  fassent  partie  de  la  série  (i)  sans  appartenir  à  la  série  {-a).  Si  l'on 
nomme  m  le  nombre  des  termes  de  la  série 


(5) 

le  tableau 

(6) 


\.    ^\. 


1, 

P. 

(^). 

H, 

l  . 

i  P. 

\  Q. 

lli 

\. 

\  r. 

\*.>- 

\  |{ 

A\. 

\\v. 

\\'(,». 

\\\\ 
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offrira  m  suites  horizontales  composées  chacune  de  M  termes,  et  tous 
les  termes  de  chaque  suite  seront  distincts  les  uns  des  autres.  Si, 
d'ailleurs,  deux  suites  horizontales  différentes,  par  exemple  la 
deuxième  et  la  troisième,  offraient  des  termes  égaux,  en  sorte  qu'on 
eût 

VQr^UP, 

on  en  conclurait 

\  =:1jPQ-', 

ou  simplement 

\=US, 

S  =  PQ"'  étant  un  terme  de  la  série  (2).  Donc  alors,  dans  le  tableau  (6), 
le  premier  terme  ^  de  la  troisième  suite  horizontale  serait  déjà  un  des 
termes  de  la  seconde.  Donc  tous  les  termes  du  tableau  (6)  seront  dis- 
tincts les  uns  des  autres,  si  le  premier  terme  de  chaque  suite  horizon- 
tale est  pris  en  dehors  des  suites  précédentes.  Or  concevons  qu'en 
remplissant  toujours  cette  condition,  on  ajoute  sans  cesse  au  tableau  (6) 
de  nouvelles  suites,  en  faisant  croitre  ainsi  le  nombre  m.  On  ne  pourra 
être  arrêté  dans  cette  opération  qu'à  l'instant  où  le  tableau  (6)  ren- 
fermera les  N  termes  compris  dans  la  suite  (i);  mais  alors  on  aura 
évidemment 

(y)  N=;/«M. 

Donc  M  sera  un  diviseur  de  N. 

Corollaire.  —  Il  est  bon  d'observer  qu'au  tableau  (6)  on  pourrait 
substituer  un  autre  tableau  de  la  forme 

/  I,  P,  Q,  H, 

U,  l^U,  QU,  RU,  ..., 

(8)  V,  PV,  QV,  RV,  ..., 

W,  PW,  QW,  RW,  ..., 


Théorème  II.  —  V ordre  d'un  système  de  substitutions  conjuguées  est 
divisible  par  l'ordre  de  chacune  de  ces  substitutions. 

Démonstration.  —  Supposons  toujours  que  le  système  donné  soit 
celui  que  présente  la  série  (2).  Si  l'on  nomme  a  l'ordre  de  la  substi- 
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tution  P,  la  suite  (5)  devra  renfermer  en  premier  lieu  les  substitutions 

(9)  ï.    I',    »'%     ••-    P"-'- 

Soit  d'ailleurs  Q  l'une  des  substitutions  qui  appartiennent  à  la  série  (2) 
sans  faire  partie  de  la  suite  (9).  La  suite  (2)  renfermera  les  substitu- 
tions 

(10)  Q,    PQ,    PH^),     ...,    P«-iQ, 

et  aucune  de  celles-ci  ne  pourra  se  confondre  avec  l'une  des  substitu- 
tions 

I  P         p2  prt-1  . 

car  si  l'on  avait,  par  exemple, 

P^QrrzP'', 

on  en  conclurait 

Soit  encore  R  une  substitution  qui  fasse  partie  de  la  suite  (2),  sans 
être  renfermée,  ni  dans  la  suite  (9),  ni  dans  la  suite  (10).  La  suite  (2) 
renfermera  nécessairement  les  substitutions 

R,     PR,     PM^,     ...,     P«-»R; 

et  aucune  de  ces  dernières  ne  sera  comprise,  ni  dans  la  suite  (9),  ni 
môme  dans  la  suite  (10);  car,  si  l'on  avait,  par  exemple, 

P^R  =  P''Q, 
on  en  conclurait 

En  continuant  ainsi,  on  partagera  facilement  la  suite  des  substitu- 
tions conjuguées 

I,    P,    Q,    R,     ... 

en  plusieurs  suites, 

I      p        P-  P'--' 

R.     PR,     P^R,      ....     P"-'R, 


dont  chacune   renfermera  ^/  substitutions    diverses.  Donc,    si    l'on 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII.  27 
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nomme  M  le  nombre  des  substitutions  conjuguées 

I,    P,    Q,    R,     ..., 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'ordre  de  leur  système,  M  sera  un  mul- 
tiple de  a. 

Corollaire.  —  Il  importe  d'observer  qu'en  opérant  toujours  de  la 
même  manière,  on  pourrait  intervertir  l'ordre  des  facteurs,  et  substi- 
tuer ainsi  au  tableau  (i  i)  un  tableau  de  la  forme 

i,     P,       PS       ...,    P«-', 

(,,^  l  Q^    QP-    QPs    ••■,    QP"-', 

R,     RP,      RP2,      ....     RP«-i, 


Théorème  III.  —  Soient 

P.    Q 

deux  substitutions,  la  première  de  V ordre  a,  la  seconde  de  V ordre  h\  et 

supposons  ces  deux  substitutions  permutables  entre  elles,  en  sorte  qu'on 

ait 

(i3)  QP  =  PQ. 

Si  d'' ailleurs,  h,  k  étant  deux  entiers  quelconques,  V équation 

(i4)  '  vHy  =  i 

ne  se  vérifie  jamais,  excepté  dans  le  cas  où  Von  a 
(i5)  V''=i,        o^=i, 

les  deux  substitutions  V,  (^  et  leurs  dérivées  composeront  un  système  de 
substitutions  conjuguées  dont  V ordre  sera  précisément  le  produit  ab. 

Démonstration.  —  En  effet,  soit  S  une  dérivée  quelconque  des  deux 
substitutions  P,  Q.  Cette  dérivée  sera  le  produit  de  facteurs  égaux, 
les  uns  à  P,  les  autres  à  Q;  mais,  en  vertu  de  la  formule  (i3).  Tordre 
dans  lequel  ces  facteurs  seront  écrits  pourra  être  interverti  arbitraire- 
ment. Donc  on  pourra  faire  en  sorte  que  chacun  des  facteurs  égaux 
à  P  précède  chacun  des  facteurs  égaux  à  Q,  et  réduire  S  à  la  forme 

(l6)  S=:P^'0^ 
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Cela  posé,  comme  les  valeurs  distinctes  de  P''  répondront  aux  valeurs 

o,      I,     2,      .  .  . ,     a  —  I 

de  Texposant  h,  et  les  valeurs  distinctes  de  Q'*  aux  valeurs 

o,       I,      2,       ....      b  —  I 

de  l'exposant  /r,  il  est  clair  que  les  valeurs  distinctes  de  S  seront  toutes 
comprises  dans  le  tableau 

P,  n  ...,    V-\ 

Q,         PQ,        P^-Q,         ...,    P«-^Q, 
(17)  <QS        PQ^        PH^s        ...,     P— QS 


Elles  seront  donc  représentées  par  les  divers  termes  de  ce  tableau,  si 
ces  termes  sont  tous  inégaux  entre  eux.  Or,  c'est  ce  qui  arrivera  cer- 
tainement dans  l'hypothèse  admise  ;  car,  si  l'on  suppose 

(18)  P''Q^=P/'\K, 

^,  U  désignant  deux  nombres  dont  chacun  soit  inférieur  à  l'ordre  a  de 
la  substitution  P,  et  k,  k'  deux  nombres  dont  chacun  soit  inférieur  à 
l'ordre  h  de  la  substitution  Q,  l'équation  (18)  donnera 

(19)  I>/'-'''Q^-^'=i; 

et  puisque,  dans  l'hypothèse  admise,  la  formule (i4)  entraîne  toujours 
les  formules  (i5),  l'équation  (19)  entraînera  les  suivantes  : 

desquelles  on  tirera 

(20)  P'''r=i>'',       q'^-=qK 

Donc,  si  les  conditions  (20)  ne  sont  pas  remplies,  l'équation  (18)  ne 
pourra  subsister,  et  l'on  peut  affirmer  que  deux  termes  distincts  du 
tableau  (17)  auront  des  valeurs  distinctes.  D'ailleurs  les  termes  de  ce 
tableau,  qui  renferme  a  lignes  verticales  et  h  lignes  horizontales,  sont 
en  nombre  égal  au  produit  ab.  Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  ce 
produit  représentera  précisément  le  nombre  des  valeurs  distinctes 
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de  S,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'ordre  du  système  des  substitutions 
dérivées  de  P  et  de  Q. 

Observons  au  reste  que,  dans  l'hypothèse  admise,  on  aura  identi- 
quement 

et  qu'en  conséquence  les  substitutions  (17)  se  confondront  respective- 
ment avec  celles  que  renferme  le  tableau 

j  I,         P,  P%  ...,    I^«-', 

]  Q,        QP,         Qt>s  ...,    op—, 

(2')  <  q\      Q^p,      o-2p..^         ^    o-^P"-', 


Des  raisonnements  entièrement  semblables  à  ceux  dont  nous  venons 
de  faire  usage  suffiraient  encore  pour  établir  les  propositions  sui- 
vantes : 

Théorème  IV.  —  Soient 

P,    Q,    P..     ... 

diverses  substitutions  permutables  entre  elles ^  en  sorte  qu'on  ait 
(22)  QP==PQ,         RP  =  PR,         ...,         RQ  =  QR,         ...; 

et  nommons 

a  l'ordre  de  la  substitution  P, 
b  V ordre  de  la  substitution  Q, 
c   l'ordre  de  la  substitution  R, 

Si^  d'ailleurs^  h,,  k,  l,  .  .  .  étant  des  entiers  quelconques,  V équation 

(^3)     ■  p/'Q^H^..=  i 

ne  se  véri/Je  jamais,  excepté  dans  le  cas  où  l'on  a 

(24)  P^'=I.  Q^=rr,.  R/:=,.  ...; 

les  substitutions  P,  Q,  R,  ...  et  leurs  dérivées  composeront  un  système  de 
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substitutions  conjuguées  dont  V ordre  sera  précisément  le  produit  abc.  .  . 
des  ordres  des  substitutions  données  P,  Q,  R,  .  .  . . 

Corollaire.  —  Il  est  clair  que  ré(|uation  (23)  entraînera  toujours  les 
équations  (24),  si  les  substitutions 

P,    o.     K,     ..., 

réduites  à  leurs  plus  simples  expressions,  sont  formées  avec  des 
variables  diverses,  en  sorte  que  jamais  deux  de  ces  substitutions  ne 
renferment  la  même  variable.  En  effet,  concevons  que  les  substitu- 
tions 

P,    Q,    R,     ... 

soient  formées,  la  première  avec  les  seules  variables  a,  j3,  y,  .  .  . ,  la 
seconde  avec  les  seules  variables  X,  \x,  v,   .  .  . ,  la  troisième  avec  les 

seules  variables  9,  /,  'h Ces  divers  systèmes  de  variables  seront 

encore  ceux  qui  serviront  respectivement  à  former  les  substitutions 

P",    Q^    H',     ..., 

/^  k,  I,  .  .  .  étant  des  nombres  entiers  quelconque.  Cela  posé,  pour 
appliquer  à  un  facteur  quelconque  une  substitution  de  la  forme 

il  suffira  de  faire  subir  aux  variables  a,  p,  y,  ...  les  déplacements 
indiqués  par  la  substitution  P^  aux  variables  a,  ;j.,  v,  ...  les  dépla- 
cements indiqués  par  la  substitution  Q'-,  aux  variables  9,  /,  '|,  .  .  .  les 
déplacements  indiqués  par  la  substitution  R',  ....  Donc,  pour  que 
l'équation  (23)  subsiste,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  qu'aucune 
des  variables  données  ne  soit  déplacée  par  la  substitution  S,  il  sera 
nécessaire  et  il  suffira  que  les  variables  a,  fJ,  y,  ...  ne  se  trouvent 
point  déplacées  par  la  substitution  P'',  ni  les  variables  a,  ;j.,  v,  ...  par 
la  substitution  Q'',  ni  les  variables  9,  /,  ^,  .  . .  par  la  substitu- 
tion R',  .  .  . ,  et  que  l'on  ait  en  conséquence 

P''^i,        o^==i.        W=\, 
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On  peut  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

Théorème  y.  —  Soient 
(25)  \\    Q,    R,     ... 

diverses  substitutions  formées  avec  des  variables  diverses.  Non  seulement 
ces  substitutions  seront  permutables  entre  elles,  mais,  de  plus,  étant 
jointes  à  leurs  dérivées,  tiles  fourniront  un  système  de  substitutions  con- 
juguées, qui  sera  d'un  ordre  représenté  par  le  produit  des  ordres  des  sub- 
stitutions P.  Q,  R,  .... 

Corollaire.  —  Si  la  série  (20)  renferme  une  seule  substitution  de 
l'ordre  a,  une  seule  de  l'ordre  b,  une  seule  de  l'ordre  c,  .  .  .;  l'ordre 
du  système  des  substitutions  P,  Q,  R,  ...  et  de  leurs  dérivées  sera  le 
produit  abc.  ...  Si,  au  contraire,  la  série  (2.5)  renferme  h  substitu- 
tions de  Tordre  a,  k  substitutions  de  l'ordre  b,  l  substitutions  de 
l'ordre  c,  . .  .,  ces  diverses  solutions,  jointes  à  leurs  dérivées,  compo- 
seront un  système  dont  l'ordre  sera  représenté  par  le  produit 

.    al'b''c^ 

Ml.   —  Sur  les  systèmes  de  substitutions  primitives  et  conjuguées. 

Soient  P  une  substitution  régulière  qui  renferme  /i  variables  ^,  j, 
z,  .  .  .,  a  l'ordre  de  cette  substitution,  b  le  nombre  de  ses  facteurs  cir- 
culaires; les  trois  nombres  a,  b,  n  seront  liés  entre  eux  par  la  formule 

n  -=^ah. 

Cela  posé,  concevons  que  l'on  range  sur  b  lignes  horizontales  dis- 
tinctes, et  sur  a  lignes  verticales,  les  n  variables  comprises  dans  P,  en 
plaçant  à  la  suite  l'une  de  l'autre,  dans  une  même  ligne  horizontale, 
les  variables  qui  se  suivent  immédiatement  dans  un  même  facteur 
circulaire  de  P.  On  obtiendra  encore  une  substitution  régulière  Q  de 
l'ordre  /i,  en  prenant  pour  facteurs  de  Q  «  substitutions  circulaires 
de  l'ordre  b,  dans  chacune  desquelles  seraient  placées,  à  la  suite  l'une 
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de  l'autre,  les  variables  que  renferme  une  même  ligne  verticale.  De 
plus,  il  est  clair  que  les  deux  substitutions 

dont  l'une  aura  pour  effet  unique  d'échanger  entre  elles  les  lignes  ver- 
ticales, tandis  que  l'autre  aura  pour  effet  unique  d'échanger  entre 
elles  les  lignes  horizontales,  seront  deux  substitutions  permutables 
entre  elles,  par  conséquent  deux  substitutions  dont  les  dérivées 
seront  toutes  comprises  dans  chacun  des  tableaux 

I,         i\  P-,  ...,    P'^-'. 

Q,        QP,        QP^         ...,    QP''-', 
(I)  {  Q\       Qn\        Q'-PS        ...,     Q2P«->, 


II,  P,  P-,  ...,     I^'^-', 

Q,  PQ.         P^Q,  ...,     P-»Q, 

(2)  I  Q^      PQ^      p(v p«-^-Q2, 

et  formeront  un  système  de  substitutions  conjuguées  de  l'ordre  n  =  ab. 
Si,  pour  fixer  les  idées,  on  pose 

alors,  avec  les  quatre  variables 

'^,    .r, 

rangées  sur  deux  lignes  horizontales  et  sur  deux  lignes  verticales,  on 
pourra  composer  les  deux  substitutions  régulières 

qui  seront  permutables  entre  elles;  et  ces  deux  substitutions  forme- 
ront, avec  leurs  dérivées 

I      el      PO=UP. 
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un  système  de  substitutions  conjuguées 

I,     P, 

<.><    PQ 

qui  sera  du  quatrième  ordre.  Pareillement,  si  l'on  pose 

«  rr:  6  =:  3  X  2, 

alors,  avec  les  six  variables 

.r.      V.     :;. 
II.     f.      «•, 

rangées  sur  deux  lignes  horizontales  et  sur  trois  lignes  verticales,  on 
pourra  composer  les  deux  substitutions  régulières 

qui  seront  permutables  entre  elles;  et  ces  deux  substitutions  forme- 
ront, avec  leurs  dérivées,  un  système  de  substitutions  conjuguées  qui 
sera  du  sixième  ordre.  Au  reste,  ce  dernier  système  ne  sera  autre 
chose  que  le  système  des  puissances  de  la  substitution  circulaire 

(X,  iv,  y,  II,  z,  (•), 

dont  P  et  Q  représentent  les  facteurs  primitifs. 

Au  lieu  de  ranger  les  n  variables  données  sur  b  lignes  horizontales 
et  sur  a  lignes  verticales,  on  pourrait  représenter  ces  variables  par 
une  seule  lettre  s  affectée  de  deux  indices,  et  représenter  même  les 
deux  systèmes  d'indices  par  deux  nouveaux  systèmes  de  lettres 

a,     (3,     y,      ....         À,     (j.,     V,      .... 
Ainsi,  par  exemple,  on  pourrait  représenter  les  six  variables 


par 


■^5         J'i  -^? 

//,      r,      n- 

-^a./.j       ^[:j,"aî       ^y,/.? 


et  alors  les  substitutions 
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s'offriraient  sous  les  formes 

P^(a,  (3,  y).         0  =  (/, /j.), 

qui  rendraient  sensible  la  propriété  qu'ont  ces  deux  substitutions 
d'être  permutables  entre  elles. 

Concevons  maintenant  que  le  nombre  entier 

n  =  abc .  .  . 

soit  décomposable  en  plusieurs  facteurs  a,  b,  c,  .  .  .,  égaux  ou  iné- 
gaux. Alors  on  pourra  représenter  n  variables  diverses 

par  une  seule  lettre  s  affectée  de  plusieurs  indices,  le  nombre  /  de  ces 
indices  étant  égal  au  nombre  des  facteurs  a,  h,c,  .  . . ,  et  représenter 
même  les  divers  systèmes  d'indices  par  divers  systèmes  de  lettres 

«^     [3.     7 

À,      IX.     V,       .  .  . , 

9-     7.'     ^ 


Gela  posé,  les  substitutions  P,  Q,  ...  qui,  étant  exprimées  à  l'aide 
des  lettres  a,  fi,  y,  .  .  . ,  a,  a,  v,  .  .  . ,  9,  '/,  '^,  .  .  . ,  se  présenteront 
sous  les  formes 

(3)     P  =  (a,  [3,  Y,  ...),         n  =  {h  iJ..'j,  ...).         R  =  (cp,  X,  i];.  ...).  ... 

seront  évidemment  des  substitutions  permutables  entre  elles,  la  pre- 
mière de  l'ordre  a,  la  seconde  de  l'ordre  b,  la  troisième  de  l'ordre  c; 
et  elles  composeront,  avec  leurs  dérivées,  un  système  de  substitu- 
tions conjuguées  dont  Tordre  sera 

n  =  abc. .  . . 

Ajoutons  que,  si  les  substitutions  (3)  sont  exprimées  à  l'aide  des 
71  lettres 

chacune  d'elles  sera  une  substitution  régulière  qui  renfermera  toutes 
ces  lettres,  P  étant  le  produit  de  -  facteurs  circulaires  de  l'ordre  a, 

'  •■  a 
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Q  étant  pareillement  le  produit  de  ^  facteurs  circulaires  de  l'ordre  b. 
Dans  le  cas  particulier  où  les  /  facteurs  a,  b,  c,  ...   deviennent 
égaux  entre  eux,  on  a 

et  les  substitutions 

F,    Q,    H,     ... 

forment  avec  leurs  dérivées  un  système  de  a'  substitutions  diverses 
qui  sont  toutes  de  l'ordre  a,  si  a  est  un  nombre  premier,  à  l'exception 
de  celle  qui  se  réduit  à  l'unité. 

Au  reste,  les  propositions  diverses  auxquelles  nous  venons  de  par- 
venir peuvent  encore  être  généralisées,  ainsi  que  nous  allons 
l'expliquer. 

Considérons  toujours  un  système^de  n  variables 

•*•,    y,    :-,    .... 

Soient  d'ailleurs  a  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à  n,  et  ha  un 
multiple  de  a  contenu  dans  n.  Enfin,  concevons  qu'avec  ah  variables, 
prises  au  hasard,  on  forme  h  groupes  divers  composés  chacun  de 
a  lettres,  et  nommons 

(4)  P,,    P„     ...,    P/, 

h  substitutions  circulaires  de  l'ordre  a,  dont  chacune  soit  formée  avec 
les  variables  comprises  dans  un  seul  groupe.  Ces  substitutions  étant 
permutables  entre  elles,  le  système  de  ces  mêmes  substitutions,  et  de 
leur  dérivées,  sera  de  l'ordre 


,/( 


Ajoutons  que,  si  a  est  un  nombre  premier,  le  système  dont  il  s'agit 
renfermera  seulement  des  substitutions  régulières  de  l'ordre  a,  dont 
quelques-unes,  savoir,  les  substitutions  (4)  et  leurs  puissances,  se 
réduiront  à  des  substitutions  circulaires  de  l'ordre  a. 

Soient  maintenant  b  un  nombre  égal  ou  inférieur  à  //,  et  kb  un  mul- 
tiple de  b  contenu  dans  h.  Avec  plusieurs  des  précédents  groupes  que 
j'appellerai  groupes  de  première  espèce,  on  pourra  composer  des 
groupes  de  seconde  espèce,  dont  chacun  embrasse  b  groupes  de  pre- 
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mière  espèce,  et  dont  le  nombre  soit  égal  à  k.  Cela  posé,  nommons 
(5)  n,,    Q,,     ...,    ih 

des  substitutions  dont  chacune  consiste  à  permuter  circulairement 
entre  eux  les  b  groupes  de  première  espèce  compris  dans  un  seul 
groupe  de  seconde  espèce.  Chacune  des  substitutions  (5),  exprimée  à 
l'aide  des  variables  primitives,  sera  une  substitution  régulière  équiva- 
lente au  produit  de  a  facteurs  circulaires  dont  chacun  sera  de  l'ordre  6; 
et  ces  substitutions  seront  permutables,  non  seulement  entre  elles, 
mais  encore  avec  les  substitutions  (4).  Par  suite,  le  système  des  sub- 
stitutions (4)  et  (5),  et  de  leurs  dérivées,  sera  de  l'ordre 

En  continuant  ainsi,  on  établira  généralement  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  1.  —  Considérons  un  système  de  n  variables  x,  y^  z 

Soient  d'' ailleurs  a  un  nombre  entier,  égal  ou  inférieur  à  n,  et  i  =  ha  un 
multiple  de  a  contenu  dans  n.  Soient  encore  b  un  nombre  entier^  égal  ou 
inférieur  à  h,  et  kb  un  multiple  de  b  contenu  dans  h.  Soient  pareillement 
c  un  nombre  entier,  égal  ou  inférieur  à  k,  et  le  un  multiple  de  c  contenu 
dans  k,  .  ...  On  pourra  toujours  former,  avec  i  variables  arbitrairement 
choisies,  un  système  de  substitutions  conjuguées  dont  Vordre  sera  repré- 
senté par  le  produit 

Corollaire.  —  En  supposant  les  nombres  a,  b,  c,  ...  tous  égaux  à 
un  même  nombre  premier/?,  on  déduit  immédiatement  du  théorème  I 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  IL  —  Considérons  un  système  de  n  variables.  Soit  d'ailleurs 
p  un  nombre  premier  égal  ou  inférieur  à  n.  Soient  encore  i  =  hp  un  mul- 
tiple de  p  contenu  dans  n,  kp  un  multiple  de  p  contenu  dans  h,  Ip  un 
multiple  de  p  contenu  dans  k,  ....  Avec  i  variables  arbitrairement  choi- 
sies, on  pourra  toujours  former  un  système  de  substitutions  conjuguées  et 
p?'imitives,  dont  Vordre  sera  représenté  par  le  produit 
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Corollaire.  —  Bien  iVempèche  d'admettre  que  dans  le  théorème 
précédent  on  désigne  par  hp  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu 
dans  n,  par  kp  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  h,  par  Ip  le 
plus  grand  multiple  de/>  contenu  dans  k,  ....  Alors 


jfh+k+l+... 


se  réduit  (")  à  la  plus  haute  puissance  de  /;  qui  divise  exactement  le 


(')  Soit/?'  la  plus  haute  puissance  de /^  ((ui  divise  exactement  le  produit 

N  =  I .  c? .  3 .  .  .  // . 

Pour  que  p>>+k+/+...  ^e  réduise  à  p'\  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  Ion  ait 

li-h  k-h  l  -h.  .  •  =  /. 

Or,  efVectivenient,  on  sait  que  Texi^osant  /  de  la  plus  haute  puissance  de  i>,  qui 
divise  N,  est  la  somme  des  entiers  contenus  dans  les  fractions 

n        n         n 

~i  —,   »  — T.  î  •   •    •  » 

P  P-  P' 

et  il  est  clair  que,  dans  l'hypothèse  admise,  ces  entiers  seront  précisément  les 
nombres  représentés  par 

/^     /.,     /,      .... 

Au  reste,  on  peut  arriver  très  simplement  à  Téquation 

ph+M+...-^pr 

de  la  manière  suivante  : 
Soient,  comme  ci-dessus, 

hp  le  plus  grand  multiple  de/)  contenu  dans  n, 
kp  le  plus  grand  multiple  de  /;  contenu  dans  h, 
Ip    le  plus  grand  multiple  de />  contenu  dans  A, 


Evidemment />V,  ou  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  le  produit 

N  =rl  .  2  . 3 .  .  .  /? , 

sera  en  même  temps  la  plus  haute  puissance  àe  p  qui  divisera  le  produit 

l>.2p.3p.  .  .hp=zi  .2.3. .  . Zip''. 
Donc,  par  suite, 

sera  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divisera  le  produit 

1 . 2 . 3 . . .  /<  ; 
mais  kp  étant  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  h,  p'-''  sera  encore  la 
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produit 

N  :^ 1 .2.3. .  .  n, 

et,  par  suite,  on  obtient,  à  la  place  du  théorème  II,  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  III.  —  Considérons  un  système  de  n  variables  x,  y,  z,  .... 
Soient  d'' ailleurs  p  un  nombre  premier^  égal  ou  inférieur  à  w,  i  le  plus 
grand  multiple  de  p  contenu  dans  n,  et  p'  la  plus  haute  puissance  de  p 
qui  divise  exactement  le  produit 

N  =  1 . 2 . 3 . . .  /î . 

Avec  plusieurs  des  variables  x,  y,  z,  ...  choisies  arbitrairement  en 
nombre  égal  à  i,  on  pourra  toujours  former  un  système  de  substitutions 
primitives  conjuguées,  qui  sera  de  Vordre p' . 

plus  haute  puissance  de  p  qui  divisera  le  produit 

p .  xp .  3/> .  .  .  kp  r=:  I  .  >, .  3  .  .  .  lj>^ . 
Donc,  par  suite, 

sera  la  plus  haute  puissance  de/>  (|ui  divisera  le  produit 

1.  •>..../.. 

En  continuant  ainsi,  on  reconnaîtra  que  les  plus  hautes  puissances  de  p  qui 
di\  iseront  les  produits 

I .  i .  3 .  . .  // ,      1.2.3...//,      I  .  ■< .  3 . .  .  /■ ,      1.2.3.../,      ... 

sont  respectivement  les  divers  ternies  de  la  suite 

p)\     pi   \     pi   I'   ^     pi~h^k--i^      __. 

(  )r.  cette  même  suite  aura  nécessairement  pour  dernier  terme 

et  comme  ce  dernier  terme  sera  aussi  de  la  forme 

pf-i>-k-^i~-^ 
on  auia  définili\  ement 

ou,  ce  qui  revient  au  uitMiie, 
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Pour    montrer   une    application   des   principes   que   nous  venons 
d'établir,  considérons  en  particulier  cinq  variables 

•3^,       y,       ~-,        If:        •'• 

et  supposons  d'ailleurs /;  =:  2.  On  aura,  dans  ce  cas, 
«  =  5 ,         N  =  1 . 2 . 3 . 4 . 5  =  1 20, 


/ 


4  =:  2/?,  h  =12,  /.■=I, 

et,  par  suite, 

Donc,  si  l'on  prend  au  hasard  quatre  des  cinq  variables  données,  on 
pourra  toujours,  avec  ces  quatre  variables,  par  exemple  avec  ^,  y,  z, 
u,  former  un  système  de  substitutions  régulières  conjuguées,  qui  sera 
d'un  ordre  représenté  par  le  nombre  8.  Effectivement,  partageons  les 

quatre  variables 

^,     y,     2,     u 
en  deux  groupes 


composés  chacun  de  deux  variables,  et  nommons 

deux  substitutions  circulaires  du  second  ordre,  dont  chacune  soit 
formée  avec  les  variables  comprises  dans  un  seul  groupe.  Soit,  de 
plus, 

la  substitution  qui  consiste  à  échanger  les  deux  groupes 

G,     II, 

l'un  contre  l'autre.  Les  trois  substitutions 

P„     F,,     et    Q 

seront  permutables  entre  elles,  et,  en  les  joignant  à  leurs  dérivées,  on 
obtiendra  un  système  de  huit  substitutions  régulières  et  conjuguées, 
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qui  seront  respectivement 

.,      P„       P,,      P,P,, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

'.  (-3^,7),  (-,  «),  (^,  j)(-,  «), 

(.r-,  3)  (  j.  «),      {.X,  z,  j,  /<),      (■2'/'/,  J,  -)■,      l-^,  ^0  (/,  -)• 

Concevons  maintenant  que  les  variables  données 

X,     j,      c,      //,      r.      H' 

soient  au  nombre  de  six,  et  que  l'on  prenne/)  =  3.  Alors  on  aura 
n:=6,         N  ^  1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6  ^  720, 

i::=6=2p,  h  =  2, 

et,  par  suite, 

f=h  =  2,        />/— 3'2=9. 

Cela  posé,  on  conclura  du  théorème  III  qu'avec  les  six  variables  x,  y, 
z,  u,  V,  w  on  peut  former  un  système  de  neuf  substitutions  régulières 
et  conjuguées.  Effectivement,  partageons  ces  six  variables  en  deux 
groupes 

composés  chacun  de  trois  variables,  et  nommons 

i\  =  i^,J,^),  P,=  (//,  r,  fv) 

deux  substitutions  circulaires  du  troisième  ordre,  dont  chacune  soit 
formée  avec  les  variables  comprises  dans  un  seul  groupe.  Ces  deux 
substitutions  seront  permutables  entre  elles,  et,  en  les  joignant  à 
leurs  dérivées,  on  obtiendra  un  système  de  neuf  substitutions  régu- 
lières et  conjuguées  qui  seront  respectivement 

I         P  I*- 

P,,     P.P,,     PfP,. 
p;|,    P,P^.    v^v^. 

ou,  ce  qui   revient  au  même, 

»,  (.^,  j>s  -)'  (•^■'  =' J)' 

(//.  (r.  r),      (  ./•.   r,  z)(it.  tr.  r),      {.r.  z.r){  it.  tr.  v). 
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Concevons,  enfin,  que  les  variables  données 

X,     r,     z,     a,     r,     w 

étant  toujours  au  nombre  de  six,  on  prenne  p  =  2.  Alors  on  aura  non 

seulement 

n  =  6,         N  =  i.2.3.4.5.6, 
mais  encore 

et  par  suite 

Cela  posé,  on  conclura  du  théorème  III,  qu'avec  les  six  variables  x, 
y,  Zy  u,  V,  w  on  peut  former  seize  substitutions  primitives  et  conju- 
guées. Effectivement,  partageons  ces  six  variables  en  trois  groupes 

>^,   r, 

Z,        II, 

r,      tr, 

et  nommons 

P,=:(..r,j),  P,=  (c,»),  P,=  (r,  <T.) 

trois  substitutions  circulaires  du  second  ordre  dont  chacune  soit 
formée  avec  les  variables  comprises  dans  un  seul  groupe.  Soit,  de  plus, 

q  =  {x,z){y,u) 

la  substitution  qui  consiste  à  échanger  les  deux  premiers  groupes 
l'un  contre  l'autre.  Les  quatre  substitutions 

P,,      P,,     P;,     el     i) 

seront  permutables  entre  elles;  et,  en  les  joignant  à  leurs  dérivées, 
on  obtiendra  un  système  de  seize  substitutions  primitives  et  conju- 
guées qui  seront  respectivement 

I,  P,.  r>M  H,. 

P,P,P,,,        P,P,,        P;,P,,       P,  P,. 

Q,  P,Q<        P.Q,       l^.Q, 

P,P,P,Q,     P,P;,Q,     P;,P,Q,     P,P,Q; 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I,  (^,  j),  {z,  u),  {i^,  w), 

{x,  u)  (j,  z)  ((',  iv),     (^,  u,  j,  =)  (f^,  «'),     (^>  -1  J,  ")  ('S  ^'^),         (^>  '0  (7,  -)• 

Il  est  bon  d'observer  que  ce  dernier  système  de  substitutions  conju- 
guées renferme,  avec  l'unité,  trois  substitutions  circulaires  du  second 
ordre,  savoir 

huit  substitutions  régulières  du  second  ordre,  savoir 

{z,u){i',w),      {^,w){a^,y),      {x,y){z,u),      {a;,z){y,u),      {x,u){y,z), 

et 

{a;,j){z,n){v,w),     {x,  z)  {y,  u)  {i',  w),     {x,  u)  {y,  z)  {r,  w), 

deux  substitutions  régulières  du  quatrième  ordre,  savoir 

{X,  z,  y,  a),     {x,  u,  y,  z), 

dont  Tune  est  le  cube  de  l'autre;  enfin  deux  substitutions  primitives 
du  quatrième  ordre,  savoir 

{x,  z,  y,  u){i>,  w),     {x,  «,  r,  z){v,  (v), 

dont  l'une  est  encore  le  cube  de  l'autre. 

Vin.   —  Sur  les  diverses  puissances  d'une  même  substitution. 

Soient  P  une  substitution  quelconque,  et  i  Tordre  de  cette  substitu- 
tion. Les  diverses  puissances  de  P,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
dérivées  diverses  de  P,  se  réduiront  aux  divers  termes  de  la  suite 

(0  I,    P,    PS    ...,    P'-S 

dont  le  premier  peut  encore  être  représenté  par  P";  et  si,  en  nom- 
mant/•  un  des  nombres 

(2)  O,        I,       3,        ...,       /—  I, 

on  désigne  par  /  un  entier  qui,  divisé  par  i,  donne  /•  pour  reste,  la 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII.  ^9 
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formule 


entraîneraia  suivante 
Soient  maintenant 


/  E^  /'         (  mod  /  ) 
p/=  P' . 

'IL.    V,    ^;o,    ... 


les  divers  facteurs  circulaires  de  P  formés  avec  des  variables  qui  sont 
toutes  distinctes  les  unes  des  autres.  L'équation 

(3)  P  =  U%>W... 
entraînera  la  suivante 

(4)  P'=u'v^^W..., 

quel  que  soit  l'exposant  /;  et,  comme  les  divers  facteurs  IV,  l"^',  "sO',  . . . 
de  la  substitution  P'  sont  formés  avec  des  variables  diverses,  le  seul 
cas  où  la  substitution  P'  ne  déplacera  aucune  variable  sera  évidem- 
ment celui  où  chacun  des  facteurs  11',  V,  %<^',  .  .  .  remplira  cette 
même  condition.  En  d'autres  termes,  pour  que  l'on  ait 

(5)  !>/=,, 

il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  l'on  ait  séparément 

(6)  iL'=i,       -;'^=r=i,       ';o^=[,        

D'ailleurs,  les  diverses  valeurs  entières  et  positives  de  /  propres  à 
vérifier  la  formule  (3)  seront  l'ordre  i  de  la  substitution  P  et  les  mul- 
tiples de  cet  ordre.  Pareillement,  les  diverses  valeurs  de  /  propres  à 
vérifier  l'une  quelconque  des  formules  (4)  seront  l'ordre  du  facteur 
circulaire  qui  entre  dans  cette  formule  et  les  multiples  de  cet  ordre. 
Gela  posé,  il  est  clair  que  la  plus  petite  des  valeurs  positives  de  / 
propres  à  vérifier  la  formule  (3)  ou  Tordre  i  de  la  substitution  P, 
devra  être  le  plus  petit  nombre  divisible  à  la  fois  par  les  ordres  des 
divers  facteurs  circulaires  IL,  V,  ''s^\  ....  Ainsi  se  trouve  rigoureuse- 
jnent  établie  la  proposition  que  nous  avons  déjà  indiquée  page  182,  et 
que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorèmk  I.   —   V ordre  d'une  substitution  quelconque  P,  représentée 
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par  le  produit  de  plusieurs  facteurs  circulaires 

est  le  plus  petit  nombre  qui  soit  divisible  par  l'ordre  de  chacun  de  ces 
facteurs. 

Soit  maintenant  //  un  nombre  entier  quelconque,  et  posons 

(7)  s  =  r>^ 

La  substitution  S  sera  l'une  quelconque  des  dérivées  de  P.  D'ailleurs, 
l'équation  (7)  entraînera  la  suivante 

(8)  ■  S'=P''', 

et,  par  suite,  la  formule 

(9)  S^=i 

donnera 

(10)  P''/=i. 

Donc  Tordre  de  la  substitution  S,  ou  la  plus  petite  des  valeurs  de  / 
propres  à  vérifier  la  formule  (9),  sera  en  même  temps  la  plus  petite 
des  valeurs  de  /  propres  à  vérifier  la  formule  (10)  et,  par  conséquent, 
l'équivalence 

(11)  hl^o         (mod/), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  plus  petite  des  valeurs  de  /  qui  ren- 
dront le  produit  hl  divisible  par  i.  Or,  si  l'on  nomme  0  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  h  et  de  i,  les  seules  valeurs  de  /  qui  rendront  le 
produit  hl  divisible  par  i  seront  le  rapport  g  et  les  multiples  de  ce  rap- 
port. Donc  l'ordre  de  la  substitution  S  =  P''  sera  précisément  le  rap- 
port ^>  et  l'on  pourra  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Soit  P  une  substitution  de  V ordre  i.  Soient,  de  plus, 
h  un  nombre  entier  quelconque,  et  0  le  plus  î>and  commun  diviseur  des 
entiers  h  et  i.  L'ordre  de  la  substitution  P''  sera  représenté  par  le  rap- 
port \y 
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Corollaire.  —  Pour  que  ^se  réduise  à  /,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 

que  l'on  ait  6  =  i ,  c'est-à-dire  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  h 
et  de  i  se  réduise  ii  l'unité;  en  d'autres  termes,  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  II  soit  premier  à  i.  D'ailleurs,  lorsque  cette  condition  se 
trouve  remplie,  //  est  nécessairement  premier  à  chacun  des  facteurs 
de  /,  par  conséquent  à  l'ordre  de  chacun  des  facteurs  circulaires 

ai,    V,    'V,    ..., 

de  la  substitution  P.  Donc  alors  les  ordres  de  ces  divers  facteurs  sont 
respectivement  égaux  à  ceux  des  substitutions 

ll's    %->'\    -W',     ..., 
et  la  formule 

qui  se  déduit  immédiatement  de  l'équation  (3),  fournit  pour  valeur 
de  P''  une  substitution  semblable  à  la  substitution  P.  On  peut  donc 
énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  P  étant  une  substitution  de  V ordre  i,  les  substitutions 
qui  seront  de  cet  ordre  ^  parmi  les  diverses  puissances  deP^se  confondront 
avec  les  puissances  dont  les  degrés  sont  premiers  à  i.  De  plus ^  ces  substitu- 
tions seront  toutes  semblables  à  P  -,  en  conséquence,  la  suite 

1,     P,  .P^     ...,     P'-' 

offrira  autant  de  termes  semblables  à  P  qu'il  y  a  de  nombres  entiers  infé- 
rieurs à  i  et  premiers  à  i. 

Corollaire.  —  Soit  Ô  un  diviseur  quelconque  de  /,  et  posons 

(i3)  i=Bj. 

En  vertu  du  deuxième  théorème,  une  puissance  P''  de  P  sera  de  l'ordre 
j  =  -Q  lorsque  h  sera  de  la  forme 

(.4)  h  =  Qh, 

k   étant  premier   à   /.   Or,    dans   cette  hypothèse,   en  faisant,  pour 
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abréger, 

(i5)  P^=0, 

on  trouvera 

(i6)  P/'=0^; 

et  comme,  en  vertu  de  la  formule  (i5),  0  sera  une  substitution  de 
l'ordrey,  on  conclura  de  la  formule  (i6),  jointe  au  troisième  théorème, 
que  F''  est  une  substitution  semblable  à  P^^==0.  Enfin  il  est  clair  que 
le  nombre  //  déterminé  par  la  formule  (i4)  sera  inférieur  à  i  et  pre- 
mier à  i,  si  le  nombre  k  est  inférieur  à  j  et  premier  à  y.  Cela  posé,  on 
pourra  évidemment  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  P  étant  une  substitution  de  Vordre  i,  0  un  diviseur 

quelconque  de  i,  et  j  la  valeur  entière  du  rapport  j-,  les  substitutions  qui 

seront  de  Vordre  j,  parmi  les  diverses  puissances  de  P,  se  confondront 
avec  les  puissances  dont  les  degj'és,  divisés  par  0,  donneront  pour  quo- 
tients des  nombres  entiers  premiers  à  j.  De  plus,  ces  substitutions  seront 
toutes  semblables  à  P*^  ;  en  conséquence,  la  suite 

Offrira  autant  de  termes  semblables  à  P*^  quil  y  a  de  nombres  entiers 
inférieurs  àj  et  premiers  à  j. 

Pour  montrer  une  application  des  théorèmes  qui  précèdent,  consi- 
dérons en  particulier  la  substitution  circulaire  de  même  ordre 

P  =  (j;,  7,  z,  H,  (',  «'). 

Dans  ce  cas  le  nombre 

i  =  6 

aura  pour  diviseurs,  outre  l'unité,  les  nombres 

2,     3,     6, 

et  les  puissances  distinctes  de  P  seront 

1,    P,    PS     P\     V\    P\ 
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D'ailleurs,  parmi  les  nombres 

o.     I,     2,     3,     [\,     5, 

qui  représenteront  les  degrés  de  ces  puissances,  deux  seulement, 
savoir  :  i  et  5,  seront  premiers  à  6;  deux  autres,  savoir  2  et  l\,  seront 
les  produits  du  diviseur  2  par  des  facteurs  i  et  2  premiers  à  3—  -; 
enfin  le  seul  nombre  3  pourra  être  considéré  comme  le  produit  du 
diviseur  3  par  un  facteur  i  premier  à  2  =  ^.  Donc,  en  vertu  des  théo- 
rèmes III  et  IV,  parmi  les  cinq  puissances  de  P  distinctes  de  l'unité, 
on  trouvera  deux  substitutions  circulaires  du  sixième  ordre,  savoir 

P    et    P\ 

deux  substitutions  circulaires  du  troisième  ordre,  savoir 

P2    et    PS 

et  une  seule  substitution  circulaire  du  second  ordre,  savoir 

P^ 
On  aura  effectivement 

P  =  {^^  y,  -,  w,  t',  w^),        P'=  (^,  «•,  (',  ",  2,  j), 

Lorsque  l'ordre  de  la  substitution  P  est  représenté  par  un  nombre 
premier,  alors,  en  vertu  du  théorème  III,  les  puissances  de  P  dis- 
tinctes de  l'unité  sont  toutes  semblables  à  P.  Ainsi,  par  exemple,  si 
l'on  prend  pour  P  la  substitution  régulière  du  deuxième  ordre 

V  =  {.x,  y,  z.){u,  r,.(r), 

les  puissances  de  P  distinctes  de  l'unité,  savoir 

P     V- 

sont  toutes  deux  des  substitutions  régulières  du  troisième  ordre.  On 
trouvera,  en  effet, 

P2=(^,  z.,y){u,  w,  r). 

Pareillement,  si  l'on   prend  pour  P  la  substitution  circulaire  du 
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cinquième  ordre 

les  quatre  puissances  de  P  distinctes  de  l'unité,  savoir 

P,    P-,    V\    P*, 

seront  toutes  des  substitutions  circulaires  du  cinquième  ordre.  On 
aura,  en  effet, 

V''r=i{x,  il.  j\  r,  :;),         l^^r=(^,  P',  M,  z,  y). 

Lorsque  la  substitution  P  est,  comme  dans  le  premier  et  le  dernier 
des  exemples  précédents,  une  substitution  circulaire,  alors,  en  vertu 
des  principes  établis  dans  le  paragraphe  I  (p.  179),  toute  puissance  P'* 
de  P  est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  circulaires  de  même  ordre,  et 
par  conséquent  une  substitution   régulière  dont   l'ordre  se  confond 

avec  û'  9  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  h  et  de  i.  Ajoutons 

que  la  substitution  P''  renfermera  toutes  les  variables  comprises  dans 
la  substitution  circulaire  P. 

Si  la  lettre  P  représente,  non  plus  une  substitution  circulaire,  mais 
une  substitution  régulière  équivalente  au  produit  de  plusieurs  facteurs 

circulaires 

'XL    ';\    ';o,     ... 

dont  chacun  est  de  l'ordre  i,  alors,  0  étant  toujours  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  i  et  de  //,  les  divers  facteurs 

01'',    vK    ';o'',    . . . 

de  la  substitution  P''  déterminée  par  la  formule  (12)  renferment  toutes 
les  variables  comprises  dans  P,  et  se  réduisent  tous  à  des  substitutions 
régulières  de  l'ordre  ô-  H  en  résulte  qu'on  peut  en  dire  autant  de  la 

substitution  P''  elle-même.  On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposi- 
tion suivante  : 

Théorème  V.  —  Soient  P  une  substitution  régulière  de  l'ordre  i,  et  h  un 
nombre  entier  quelconque.  Soient  encore  0  le  plus  grand  commun  divi- 


232  MEMOIRE  SUR   LES  ARRANGEMENTS 

seur  des  nombres  h,  i,  et  j  la  valeur  entière  du  rapport  2-  Alors  V^  sera 

une  substitution  régulière  de  V ordre  y,  dans  laquelle  se  trouveront  com- 
prises toutes  les  variables  que  renfermait  la  substitution  P. 

Corollaire.  —  Lorsque  l'ordre  i  de  la  substitution  régulière  P  est 
une  puissance  p^  d'un  nombre  premier  jo,  les  deux  diviseurs  de  i, 
représentés  par  6  et  y,  se  réduisent  eux-mêmes  à  des  puissances  de  p 
d'un  degré  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à/,  et  le  théorème  Y  fournit 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  YI.  —  Nommons  P  une  substitution  régulière  dont  l'ordre 
soit  une  certaine  puissance  pf  d'un  nombre  premier  p.  Soient,  de  plus, 
h  un  nombre  entier  quelconque,  et  p^  la  plus  haute  puissance  de  p  qui 
divise  h.  La  substitution  P'^  sera  une  substitution  régulière  de  l'ordre 

dans  laquelle  se  trouveront  comprises  toutes  les  variables  que  renfermait 
la  substitution  P. 

Supposons  maintenant  que  P  représente  une  substitution  sinon 
régulière,  du  moins  primitive,  c'est-à-dire  une  substitution  régulière 
ou  irrégulière  dont  l'ordre  soitune  puissance/)^  d'un  nombre  premier^. 
Alors  P  sera  nécessairement  le  produit  de  plusieurs  substitutions 

régulières 

U,     V,     w,     ..., 
dont  les  ordres 

/>/,    />^',     ... 

se  trouveront  représentés  par  diverses  puissances  de  p  correspon- 
dantes à  des  exposants 

qui  pourront  être  censés  former  une  suite  décroissante,  /  étant  le  plus 
considérable  d'entre  eux.  D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  h  un  nombre 
entier  quelconque,  l'équation 

(17)  P  =  UVW... 
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entraînera  la  suivante 

(i8)  P''=U^V''W^... 

et  de  l'équation  (i8),  jointe  au  théorème  VI,  il  résulte  évidemment 

que  P''  sera,  comme  P,  une  substitution  primitive.  Enfin  il  suffira  de 

poser,  dans  Féquation  (i8), 

h  =  p^, 
ou  plus  généralement 

h  =  kps^ 

k  étant  premier  àjo,  pour  réduire  à  l'unité  la  substitution  V',  et  à  plus 
forte  raison  les  substitutions  W',  ....  Mais  alors,  en  vertu  des  for- 
mules 

jointes  à  l'équation  (i8),  on  aura 

(19)  P/'=U''. 

Donc  la  puissance  P''  de  la  substitution  P  sera  équivalente  à  la  puis- 
sance U''  de  la  substitution  régulière  U,  et  l'on  conclura  du  théo- 
rème VII  que,  dans  l'hypothèse  admise,  Tordre  de  la  substitution  P''  se 
réduit  encore  à //~».  D'autre  part,  comme  la  substitution  P''=U'' 
comprendra  toutes  les  variables  renfermées  dans  U,  elle  sera  certaine- 
ment distincte  de  l'unité.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  VII.  —  Nommons  P  une  substitution  primitive  dont  l'ordre 
soit  la  puissance  p'  d\in  nombre  premier  p.  Si  Von  désigne  par  h  un 
nombre  entier  quelconque ,  V'  sera  encore  une  substitution  primitive  qui 
aura  pour  ordre  une  certaine  puissance  de  p.  ('oncevons  maintenant  que 
l'on  décompose  P  en  facteurs  représentés  par  des  substitutions  régulières 

U,    V,    w,     ..., 
dont  les  ordres 

pi\    /;-,     ... 

forment  une  suite  décroissante.  Si  l'on  prend  pour  h,   ou  le  second 
terme  p^'  de  cette  suite,  ou  le  produit  de  ce  second  terme  par  un  nombre  k 
premier  à  jo,  alors  P''  sera  une  substitution  distincte  de  V unité,  non  seule- 
Œuvres  de  C.  —  s.  u,  t.  XIII.  3o 
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ment  primitive^  mais  régulière  et  de  l'ordre  p'-^',  dans  laquelle  se  trouve- 
ront comprises  toutes  les  variables  que  renfermait  le  premier  facteur 
régulier  U  de  la  substitution  P. 

Pour  montrer  une  application  du  théorème  VII,  considérons  la  sub- 
stitution primitive  du  quatrième  ordre 

ï'~{x,  y,  z,  a)(c,  w). 
On  aura,  dans  ce  cas, 

i=^,  p=^2,  /='?'.  g=^'  P'  =  ^'  p^=z2. 

Cela  posé,  on  obtiendra  évidemment  un  nombre  h  équivalent  au  pro- 
duit de/)*'=  2  par  un  facteur  premier  à  p,  si  l'on  prend 

h  =  2. 

Donc,  en  vertu  du  théorème  YIII, 

sera  une  substitution  régulière  de  l'ordre 

pJ'-f=:  2. 

On  trouvera  effectivement 

P-'=(x,  z){j-,  u). 

Supposons  à  présent  que  la  substitution  P  de  l'ordre  i  ne  soit  ni 
régulière,  ni  même  primitive.  Alors,  en  nommant /j  l'un  quelconque 
des  facteurs  premiers  de  i,  et  en  posant 

i  =  pl, 

on  conclura  du  théorème  II  que  P'  est  une  substitution  de  l'ordre  yj. 
Donc,  puisqu'une  substitution  dont  l'ordre  se  réduit  au  nombre  pre- 
mier/} est  nécessairement  régulière,  on  pourra  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  VIII.  -^  Soient  P  une  substitution  quelconque  régulière  ou 
irrégulière,  i  l'ordre  de  cette  substitution,  et  p  Vun  quelconque  des  fac- 
teurs premiers  de  i.  On  pourra  toujours  choisir  le  nombre  entier  l  de 
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manière  à  faire  coïncider  la  puissance  P'  de  P  avec  une  substitution  de 
V ordre  p. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  généralement  supposé  que  les 
exposants  des  puissances  d'une  substitution  donnée  P  étaient  positifs. 
Cette  supposition  embrasse  tous  les  cas  possibles,  puisqu'on  peut 
ajouter  à  un  exposant  quelconque  un  multiple  quelconque  de  l'ordre  i 
de  la  substitution  donnée,  et  transformer  ainsi  un  exposant  négatif  en 
un  exposant  positif.  D'ailleurs,  /  étant  un  nombre  entier  quelconque, 
il  est  facile  d'établir,  à  l'égard  des  substitutions  de  la  forme 

P-'    et    V-', 
les  deux  théorèmes  que  nous  allons  énoncer. 

Théorème  IX.  —  Quelle  que  soit  la  substitution  P,  la  substitution 
inverse  P^'  sera  toujours  semblable  à  P. 

Démonstration.  —  En  effet,  nommons  i  l'ordre  de  la  substitution  P. 

On  aura 

P-i  __  p,_i . 

et,  comme  le  nombre  / — i  sera  premier  à  /,  on  conclura  du  thé©- 
rèmelV,  que  P'-'  est  semblable  à  P. 

Corollaire.  —  Soit  maintenant  /  un  nombre  entier  quelconque. 
L'inverse  de  P',  c'est-à-dire  la  substitution  qui,  étant  multipliée 
par  P',  donnera  pour  produit  l'unité,  sera  évidemment  P"'.  Car,  si 
l'on  nomme  /'  un  exposant  positif  assujetti  à  vérifier  la  condition 

V  ^ —  /         (mod/), 

on  aura  non  seulement 


mais  encore 
et,  par  suite, 


P''=  P-/, 

p/p-/_,^ 


Donc,  en  vertu  du  théorème  IX,  on  pourra  énoncer  encore  la  proposi- 
tion suivante  : 
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Théorème  X.  —  P  étant  une  substitution  quelconque,  et  l  un  nombre 
entier  quelconque,  la  puissance  négative  V'  de  P  sera  toujours  semblable 
à  la  puissance  positive  P^ 

IX.   —  Des  substitutions  permutables  entre  elles. 

Soient 

P,    Q 

deux  substitutions  formées  avec  les  n  variables 

•^'5        }')        ''^^         .... 

Ces  deux  substitutions  P,  Q  seront  permutables  entre  elles  si  elles  véri- 
fient l'équation  linéaire  et  symbolique 

(0  QP  =  I\). 

Donc,  la  substitution  P  étant  donnée,  il  suffira,  pour  obtenir  une  sub- 
stitution Q  permutable  avec  P,  de  résoudre  l'équation  (i).  Si  d'ailleurs 
on  nomme  w  le  nombre  des  formes  diverses  et  semblables  entre  elles 
que  l'on  peut  faire  prendre  à  la  substitution  P  en  l'exprimant  à  l'aide 
de  ses  facteurs  circulaires,  et,  mettant  toutes  les  variables  en  évidence, 
CD  sera  précisément  le  nombre  des  solutions  diverses  de  l'équation  (i), 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  nombre  des  valeurs  diverses  de  la 
substitution  Q.  Ajoutons  qu'en  vertu  des  principes  établis  dans  le 
paragraphe  IV,  on  devra,  pour  obtenir  Q,  écrire  au-dessus  de  la  subs- 
titution P  la  même  substitution  sous  une  seconde  forme  semblable  à 
la  première,  puis  réduire  les  deux  formes  de  la  substitution  P  à  de 
simples  arrangements  en  supprimant  les  parenthèses  et  les  virgules 
placées  entre  les  variables,  et  prendre  ces  arrangements  pour  les  deux 
termes  de  la  substitution  cherchée  Q. 

D'autre  part,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  expliqué  page  193,  tout  ce 
que  l'on  pourra  faire  pour  modifier  la  forme  de  la  substitution  P,  ce 
sera,  ou  de  faire  passer  successivement  à  la  première  place,  dans 
chaque  facteur  circulaire,  une  quelconque  des  lettres  comprises  dans 
ce  facteur,  ou  d'échanger  entre  eux  des  facteurs  circulaires  de  même 


QUE  LON  PEUT  FORMER  AVEC  DES  LETTRES  DONNÉES.     237 

ordre.  Gela  posé,  comme  le  produit  de  plusieurs  facteurs  circulaires 
de  même  ordre  est  ce  que  nous  appelons  une  substitution  régulière,  il 
arrivera  nécessairement  de  deux  choses  l'une  :  ou  P  sera  une  substitu- 
tion régulière  équivalente  au  produit  de  plusieurs  facteurs  circulaires 
de  même  ordre  qui  tous  seront  échangés  circulairement  entre  eux 
quand  on  passera  de  la  première  forme  de  P  à  la  seconde;  ou,  du 
moins,  P  sera  le  produit  de  plusieurs  substitutions  régulières,  dont 
chacune  remplira  la  condition  que  nous  venons  d'indiquer. 

Arrêtons-nous  d'abord  à  la  première  hypothèse,  et,  en  admettant 
que  P  se  réduise  au  produit  de  h  facteurs  circulaires  dont  chacun  soit 
de  l'ordre  a,  nommons 

ces  mêmes  facteurs  que  nous  supposerons  échangés  circulairement 
entre  eux  dans  l'ordre  indiqué  par  la  substitution 

Puisqu'il  suffira  d'opérer  cet  échange  pour  passer  de  la  première  forme 
de  P  à  la  seconde,  il  est  clair  que,  dans  ce  passage,  chacune  des 
variables  qui  appartiennent  au  facteur  dl  se  trouvera  remplacée  par 
une  variable  correspondante  qui  appartiendra  au  facteur  S,  puis  celle- 
ci  par  une  troisième  variable  appartenant  au  facteur  "Si,  et  ainsi  de 
suite.  Cela  posé,  soit  a  la  variable  qui  occupait  la  première  place  dans 
le  facteur  dl;  désignons  par  (3,  y,  ...  les  variables  correspondantes 
tirées  des  facteurs  S,  *©,  .  .  . ,  enfin  soit 

(a,  ^,  y,      ....     >.,  f^,  V,      ...,     9,  X,  ^{>,      ...) 

le  facteur  circulaire  qui  renferme  la  variable  a  dans  la  substitution  Q. 
La  suite  des  variables 

(2)  a,  (3,  y,      ....     l,  fi,  V,      ....      9,  -/,  <];,      ... 

pourra  être  évidemment  décomposée  en  plusieurs  autres  suites 


(3) 


«,     i3,     7, 

À,         ]JL,        V. 

9'     /•     'h 
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formées  chacune  avec  des  variables  qui  se  succéderont  dans  l'ordre 
indiqué  par  la  substitution 

en  sorte  que,  dans  chacune  des  lignes  horizontales  du  tableau  (3),  le 
premier  terme  représente  une  variable  tirée  du  facteur  dl,  le  second 
une  variable  tirée  du  facteur  2»,  le  troisième  une  variable  tirée  du  fac- 
teur ©,....  Or,  puisque,  dans  le  tableau  (3)  construit  comme  on  vient 
de  le  dire,  le  nombre  des  colonnes  verticales  sera  précisément  le 
nombre  h  des  facteurs  circulaires 

(K,      cS,     S,      .  .  . , 

il  est  clair  que,  si  l'on  nomme  b  le  nombre  total  des  termes  renfermés 
dans  ce  même  tableau,  et  0  le  nombre  des  suites  horizontales  qui  le 
comparent,  on  aura 

(4)  b  =  Bh. 

Ajoutons  que  le  nombre  b  des  termes  compris  dans  le  tableau  (3)  sera 
précisément  l'ordre  de  la  substitution  circulaire 

(a,  [3,  y,     •••.    À,  [^,  V,     ■••,     9,  X'  ^»     •■  •)• 

Soient  maintenant 

(5)  oc',  [3',  y',     ...,     A',  pt',  v',     ....     9',  Z', '^^      ••• 
les  variables  qui,  dans  les  facteurs  circulaires 

■  di,    -s,    ©,    ..., 

ou  plutôt  dans  les  cercles  indicateurs  correspondants,  suivent  immé- 
diatement les  variables 

a,  [3,  y /.,  /^,  V,      ...,     cp,  X,  ^,      •••• 

Soient  pareillement 

(6)  a",  (3",  y",      ...,     A",  f.",  v",      ...,     9",'/",^",      ••• 

les  variables  qui,  dans  les  mêmes  cercles  indicateurs,  suivent  immé- 
diatement les  variables 

a',  (3'.  y',      ...,     >.',  /.'.  V',      ...,     9'.  ■/'.■y,      .... 
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Chacune  des  suites  (5),  (G),  .  .  .  renfermera,  comme  la  suite  (4), 
b  termes  différents,  et  ces  termes  seront  encore  propres  à  représenter 
les  variables  qui  succéderont  les  unes  aux  autres,  en  vertu  d'un  facteur 
circulaire  de  la  substitution  Q.  Cela  posé,  si  l'on  nomme 

11,    V.    ';o,    . . . 

les  divers  facteurs  circulaires  de  Q,  tous  ces  facteurs  seront  de  même 
ordre,  et  l'on  pourra  supposer 

/aL=(a,    (3,    y.       ...,     /.    f/,    v 9,    •/,    ^I.,       ...), 

(.)  1  ^0  =(«',   P',  y',       ...,      >/,  ^',  v',       ....      9',  z',   4.',      ...).     ■ 

'  ■   ';0  =  (a",  (3".  y".      .  .  . ,      À",  ^\  V",       .  .  . ,      9",  y;",  4.",      .  .  .  ), 

D'autre  part,  les  variables  qui  succéderont  les  unes  aux  autres,  en 
vertu  du  facteur  circulaire  61  de  la  substitution  P,  seront  évidemment 

(8)  a,  a',  a",   ...;     >.,  X',  l'\  ...;     9,  9',  9",  .... 


Pareillement,  les  variables  qui  succéderont  les  unes  aux  autres  dans  le 
facteur  S  de  la  substitution  P,  seront 


De  même  aussi   les  variables,   qui  succéderont  les  unes  aux  autres 
dans  le  facteur  %  de  la  substitution  P,  seront 

U<->)  ■/•■/',/".•••;      v.v'.  v".  ...;      (]/,  ^|;\  4/",  .  .  ., 

etc.  On  aura  donc  encore 


(") 


cR.  =:  (a,  a',  a".  ...  ;     \^  X',  W  ...  ;     9,  9'.  9".  .  .  .  ). 


Observons  d'ailleurs  que,  si  l'on  nomme  /•  le  nombre  des  facteurs  cir- 
culaires 

'U.    ';\    -io 

de  la  substitution  Q»  les  diverses  variables  comprises  dans  la  substitu- 
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tion  ai  pourront  être  réparties  entre  les  k  suites  verticales  du  tableau 


(12) 


a,     a  ,      a  , 


qui  renferme,  comme   le  tableau  (3),   6  lignes  horizontales.  Donc 
l'ordre  a  de  la  substitution  dl,  représenté  par  le  nombre  total  des 
termes  du  tableau  (12),  sera 
(i3)  a  =  ek. 

Remarquons  à  présent  que,  dans  l'hypothèse  admise,  les  substitu- 
tions P,  Q,  toutes  deux  régulières,  seront  déterminées  par  les  formules 

(l4)  P^r^èSS...,         çi  =  ^v%o..., 

et  que  les  n  variables  données 

X,     r,     z,     ... 

se  confondront  avec  les  variables  comprises  dans  les  seconds  membres 
des  formules  (7),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  les  seconds 
membres  des  formules  (11).  D'ailleurs  ces  mêmes  variables,  dont  le 
nombre  n  se  trouvera  représenté  par  chacun  des  produits  égaux 

ah,     bk,     9hL; 

pourront  être  réparties  entre  les  divers  tableaux 


(i5) 


(16) 


(17) 


a, 

(5, 

y,     •••, 

«', 

(5', 

v',     ..., 

a", 

P", 

/,  ... 

•  •  > 

.  .  ,         ... 

V,           ... 

r, 

F-', 

v',        ... 

r 

f^", 

v",       ... 

X' 

.  .,        ... 

^,   ... 

?', 

7;, 

d.',   ... 

x"< 

•  •  J 

V.  ... 
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dont  le  nombre  sera  ô,  et  dont  chacun  renfermera  non  seulement  h 
lignes  verticales,  mais  encore  k  lignes  horizontales.  Cela  posé,  on  con- 
clura immédiatement  des  formules  (ir),  que,  pour  obtenir,  dans 
l'hypothèse  admise,  l'un  quelconque  des  facteurs  circulaires 

(Ji,    "S,    s,     ... 

de  la  substitution  P,  il  suffit  d'écrire  à  la  suite  les  unes  des  autres,  en 
les  plaçant  entre  deux  parenthèses  et  les  séparant  par  des  virgules,  les 
variables  qui  appartiennent,  dans  les  tableaux  (i5),  (i6),  (17),  etc., 
à  une  ligne  verticale  de  rang  déterminé.  On  conclura,  au  contraire, 
des  formules  (7),  que,  pour  obtenir  l'un  quelconque  des  facteurs  cir- 
culaires 

U,     V,     -sO,      ... 

de  la  substitution  Q,  il  suffît  d'écrire  à  la  suite  les  unes  des  autres,  en 
les  plaçant  entre  deux  parenthèses  et  les  séparant  par  des  virgules,  les 
variables  qui  appartiennent,  dans  les  tableaux(i5),  (iG),  (17),  etc., 
à  une  ligne  horizontale  de  rang  déterminé. 

Remarquons  encore  que,  le  nombre  des  lignes  horizontales  ou  ver- 
ticales comprises  dans  chacun  des  tableaux  (i5),  (16),  (17),  etc., 
étant  désigné,  pour  les  lignes  horizontales  par  la  lettre  k,  et,  pour  les 
lignes  verticales,  par  la  lettre  h,  on  tirera  immédiatement  des  for- 
mules (7) 


et  des  formules  (11) 

dl^==(«,X,  9,  ...)(a',^',  9',  ...)(a",X",  9^...). 

,  ,   S^  =  ((3,  ^,%,  . . .)  ([3',  l^\  'A',  . . .)  ((3",  ^",x",  . . .). 

\   ©*=  (y,  V,  4.,  . . .)  (/,  v'.  .y,  . . .)  (-/,  V",  y', . . .). 


D'autre  part,  les  équations  (i/j) donneront 

(  io )  p*  =  (11'! :S'^& . ,  . ,         Qf'=z  lU'  V'- 'W' .... 

CHiuiies  lie  C.  —  S.  H,  i.  XIII.  3i 
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Donc,  eu  égard  aux  formules  (iH),  (19),  chacune  des  substitutions 
P'',  Q''  sera  équivalente  au  produit  de  tous  les  facteurs  circulaires 
que  renferme  le  tableau 

..  ,  (a\V,  9',...),     ((3',  ^',x'.---),     (/',  V,  ^',...), 

(«",V',9",-..),     (.3",  p.",  y;....),     (-/'.v",^",...), 


Donc,  si  l'on  nomme  0  le  produit  de  tous  ces  facteurs  circulaires,  on 
aura  simultanément 

{'22)  P^=0,  Q''=0, 

et,  par  suite, 

(23)  P^'zzzQK 

De  plus,  6  étant  précisément  le  nombre  des  variables  comprises  dans 
chaque  ligne  verticale  du  tableau  (3),  la  valeur  commune  0  de  P'  et 
de  Q'' sera  évidemment  une  substitution  régulière  de  l'ordre  0;  et, 
d'ailleurs,  à  la  seule  inspection  du  tableau  (21),  on  reconnaîtra  immé- 
diatement que,  pour  obtenir  l'un  quelconque  des  facteurs  circulaires 
de  la  substitution  0,  il  suffit  d'écrire  à  la  suite  les  unes  des  autres,  en 
les  renfermant  entre  deux  parenthèses  et  en  les  séparant  par  des  vir- 
gules, les  variables  semblablement  placées  dans  les  tableaux  (i5), 
(16),  (17),  etc. 

Remarquons  enfin  qu'en  vertu  des  formules  (11),  un  facteur  quel- 
conque de  P,  le  facteur  cR  par  exemple,  renfermera  une  ou  plusieurs 
des  variables  comprises  dans  cliacun  des  facteurs  circulaires  de  Q,  et 
que,  réciproquement,  en  vertu  des  formules  (7),  un  facteur  quel- 
conque de  Q,  le  facteur  'U  par  exemple,  renfermera  une  ou  plusieurs 
variables  comprises  dans  chacun  des  facteurs  circulaires  de  P.  Il  est 
aisé  d'en  conclure  que,  dans  l'hypothèse  admise,  on  ne  pourra  décom- 
poser les  deux  substitutions  P,  Q,  toutes  deux  régulières  et  permu- 
tables entre  elles,  en  facteurs  qui  soient  distincts  de  ces  substitutions 
elles-mêmes,  et  qui,  comparés  deux  à  deux,  restent  permutables 
entre  eux.  En  effet,  pour  qu'une  telle  décomposition  fût  possible,  il 
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faudrait  qu'avec  une  partie  des  variables  données  ic,  7,  -,  .  .  . ,  on  pût 
former  deux  substitutions  ^,  S.,  permutables  entre  elles,  qui  eussent 
respectivement  pour  facteurs  circulaires,  la  première  un  ou  plusieurs 
des  facteurs  dl,  S,  "ï^, .  .  . ,  la  seconde  un  ou  plusieurs  des  facteurs  IL, 
V,'s<>,  ....  Or,  cette  dernière  supposition  devra  être  évidemment 
rejetée;  car,  d'après  la  remarque  énoncée,  la  substitution  ^  ne  pourra 
renfermer  un  seul  des  facteurs  <^,  S,  -5,.  .  .  sans  renfermer  une  ou 
plusieurs  des  variables  comprises  dans  chacun  des  facteurs  ai,  V, 
-W,  .  . . ,  et,  si  cette  condition  était  remplie,  la  substitution  S.  devien- 
drait nécessairement  équivalente  au  produit  de  tous  les  facteurs  ai, 
V,  '■XiP,  .  .  .  Donc  alors  â  et  ^î  renfermeraient  toutes  les  variables 
données,  et  non  plus  seulement  une  partie  de  ces  variables. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé,  d'une  part,  que  P  était  une 
substitution  régulière,  c'est-à-dire  équivalente  à  un  produit  de  fac- 
teurs circulaires  de  même  ordre;  d'autre  part,  que  ces  facteurs  circu- 
laires étaient  tous  échangés  circulairement  entre  eux  quand  on  passait 
d'une  première  forme  de  P  à  une  seconde  forme  distincte  de  la  pre- 
mière, afin  d'obtenir,  par  la  comparaison  de  ces  deux  formes,  une 
substitution  Q  permutable  avec  la  substitution  P. 

Dans  le  cas  général  où  la  lettre  P  désigne  une  substitution  quel- 
conque, cette  substitution  régulière  ou  irrégulière  peut  du  moins  être 
considérée  comme  le  produit  de  plusieurs  substitutions  régulières 

-* ,  -*',   -^ ', .  .  , , 

dont  chacune  remplit  la  condition  que  nous  venons  d'indiquer.  Alors 
on  a 

(24)  P  =  'J:^,'X~...; 

et  aux  substitutions  régulières 

qui  représentent  divers  facteurs  de  P,  correspondent  des  facteurs  de 
Q  représentés  eux-mêmes  par  d'autres  substitutions  régulières 

~>  -w',  ^', .  .  . , 
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de  sorte  qu'on  a  encore 

(25)  Qr=SS-S...., 

le  facteur  ^  étant  permutable  avec  le  facteur  ^,  le  facteur  S"  avec  le 
facteur  ^' ,  et  ainsi  de  suite.  Lorsque  les  facteurs  ^,  ^' ,  y^-,  ...  se 
réduisent  à  un  seul  facteur  ^,  les  facteurs  S.,  ^->'  ,3..,  ...  se  réduisent 
aussi  à  un  seul  facteur  S»,  et  l'on  se  trouve  ramené  au  cas  parti- 
culier que  nous  avons  examiné  ci-dessus.  Mais  ce  cas  particulier 
est  le  seul  cas  où  les  substitutions  P,  Q  soient  permutables  entre  elles 
sans  pouvoir  être  décomposées  en  facteurs  plus  simples  qui,  comparés 
deux  à  deux,  restent  permutables  entre  eux.  Cela  posé,  il  résulte  des 
principes  établis  dans  ce  paragraplie,  qu'on  peut  énoncer  les  proposi- 
tions suivantes  : 

Théorème  L  —  Soient  P,  Q  deux  substitutions  pennutab/es  entre  elles ^ 
mais  que  Von  ne  puisse  décomposer  en  facteurs  plus  simples  qui,  com- 
parés deux  à  deux,  restent  permutables  entre  eux.  Ces  substitutions  set^ont 
toutes  deux  régulières  et  de  la  forme  de  celles  qu'on  obtient  dans  le  cas 
OH,  avec  plusieurs  systèmes  de  variables,  on  construit  divers  tableaux  qui 
renferment  tous  un  même  nombre  de  termes  compris  dans  un  même 
nombre  de  lignes  horizontales  et  verticales,  et  où,  après  avoir  placé  ces 
tableaux  à  la  suite  les  uns  des  autres  dans  un  certain  ordre,  on  multiplie 
entre  eux,  d'une  part,  les  facteurs  circulaires  dont  Vun  quelconque  offre 
la  série  des  variables  qui,  dans  les  divers  tableaux,  appartiennent  à  une 
ligne  horizontale  de  rang  déterminé;  d'autre  part,  les  facteurs  circu- 
laires dont  Vun  quelconque  offre  la  série  des  variables  qui,  dans  les  divers 
tableaux,  appartiennent  à  une  ligne  verticale  de  rang  déterminé.  Ajou- 
tons que,  dans  V hypothèse  admise,  les  deux  substitutions  régulières  P,  Q 
satisfont  à  l'équation  de  condition 

h  étant  le  nombre  des  facteurs  circulaires  de  la  substitution  P,  et  k  le 
nombre  des  facteurs  circulaires  de  la  substitution  Q. 
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Corollaire  I.  —  Concevons  qu'en  faisant  usage  des  notations  précé- 
demment adoptées,  on  nomme 

n  le  nombre  des  variables  comprises  dans  chacune  des  substitutions 

P,  Q; 

a  l'ordre  de  la  substitution  régulière  P; 
b  l'ordre  de  la  substitution  régulière  Q  ; 
6  le  nombre  des  tableaux  mentionnés  dans  le  théorème  I. 

Les  nombres  a,  b,  n,  seront  liés  aux  nombres  //,  k,  6  par  les  formules 

(26)  a  — ^^,         b  =  Bh,         n  =  9h/., 

et  Tordre  de  la  substitution  P'  =  Q''  sera  précisément  le  nombre  Ô 
déterminé  par  la  formule 

^       a        b         n         ah 

(27)  e  =  j  =  -^ 

de  laquelle  on  tire  encore 

(38,  ,=(!*, 

Corollaire  If.  —  Pour  montrer  une  application  du  théorème  l,  sup- 
posons qu'avec  les  variables 

r,      V,     2,     a,     t^,    \v,     s,     t, 


hk 


on  construise  les  deux  tableaux 

(^9)                         !; 

''"'               !  ';. 

Le  facteur  circulaire  qui  présentera,  écrites  à  la  suite  l'une  de  l'autre, 
les  quatre  premières  lignes  verticales  des  deux  tableaux  sera 

(,r,  ;,  «-,  s); 

et  le  facteur  circulaire  semblablement  formé  avec  les  quatre  variables 
comprises  dans  les  secondes  lignes  verticales  des  deux  tableaux  sera 

(j-,  //,  tr,  /). 
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Au  contraire,  le  facteur  circulaire  qui  présentera,  écrites  à  la  suite 
l'une  de  l'autre,  les  quatre  variables  comprises  dans  les  premières 
lignes  horizontales  des  deux  tableaux  sera 

et  le  facteur  circulaire  semblablement  formé  avec  les  quatre  variables 
comprises  dans  les  secondes  lignes  horizontales  des  deux  tableaux 
sera 

{z,  u,s,  t). 

Cela  posé,  il  résulte  du  théorème  I  que,  si  Ton  prend 

(3i)  V  =  {x,z,ç,s){Y,u,w,t) 

et 

(32)  Q_  =  {x,y,v,w)  {z,u,s,t), 

P,  Q  seront  deux  substitutions  permutables  entre  elles,  c'est-à-dire 
deux  substitutions  qui  vérifieront  la  formule 

PQ  =  QP, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  formule 

P  =  QPQ-i. 

Effectivement,  il  suit  d'une  règle  précédemment  énoncée  (page  201) 
que,  pour  obtenir  le  produit 

QPQ-, 

il  suffît  d'exprimer  la  substitution  P  à  l'aide  de  ses  facteurs  circu- 
laires, puis  d'effectuer  dans  P  les  déplacements  de  variables  indiqués 
par  la  substitution  Q,  en  opérant  comme  si  P  représentait  un  simple 
arrangement.  Or,  en  écrivant,  à  la  place  de  la  substitution 

V  =  {x,z,v,s)(,y,u,w,t), 

1  arrangement 

K=:xzvsyuwt, 
et  en  appliquant  ii  cet  arrangement  la  substitution 

Q.  =  {oc,  y,v,w){z,u,s,t),     ■ 

on  trouverait 

Qk^zyuwti'SXZ. 
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Donc,  en  vertu  de  la  règle  que  nous  venons  de  rappeler,  on  aura 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Ajoutons  que,  dans  le  cas  présent,  2  étant  tout  à  la  fois  le  nombre  des 
facteurs  circulaires  de  P  et  le  nombre  des  facteurs  circulaires  de  Q, 
on  aura 

Donc,  le  théorème  l  donnera  encore 

P^=Q^ 

Enfin  la  valeur  commune  des  deux  substitutions  P%  Q-  devra  être, 
conformément  à  une  remarque  précédemment  faite,  le  produit  des 
quatre  facteurs  circulaires  du  second  ordre 


(33) 


(a--,  r),      0',  (v), 
{z,  s),     {u,   l), 


dont  chacun  est  formé  avec  deux  variables  qui  occupent  la  même  place 
dans  les  tableaux  (29)  et  (3o).  Effectivement  on  tirera  des  formules 

(3i)et(32) 

Corollaire  II f.  —  Si  les  divers  tableaux  formés  avec  les  /î  variables  que 
renferment  les  substitutions  P,  Q  se  réduisent  à  un  seul,  alors  P,  Q 
seront  deux  substitutions'  régulières  du  genre  de  celles  dont  nous 
nous  sommes  déjà  occupés  dans  le  paragraphe  VII  (page  217),  et  dont 
les  propriétés  deviennent  évidentes  quand  on  représente  les  variables 
qu'elles  renferment  à  l'aide  de  deux  espèces  d'indices  appliqués  à 
une  seule  lettre.  Alors  aussi  l'équation 

0  =  1 
entraînera  les  formules 


A 


a. 


P*=:QA=I, 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'avec  les  six  variables 

.r,      r,      z,      it,      (',     ir, 

on  construise  le  tableau 

i  -^'î     v,     z, 

(3/0  '  •; 

Alors,  en  prenant  pour  P  une  substitution  dont  chaque  facteur  circu- 
laire renferme  les  deux  variables  comprises  dans  une  même  ligne  ver- 
ticale du  tableau  (34)>  on  trouvera 

(35)  P  =  {.T,u){j',^-){z,iv). 

Au  contraire,  en  prenant  pour  Q  une  substitution  dont  chaque  facteur 
circulaire  présente,  écrites  à  la  suite  l'une  de  l'autre,  les  trois  varia- 
bles comprises  dans  une  même  ligne  horizontale  du  tableau  (34),  on 
trouvera 

(36)  Q  =  {x,y,z){a,ç,w). 

Or,  les  substitutions  P,  Q,  déterminées  par  les  formules  (35),  (36), 
seront  certainement  permutables  entre  elles;  car  elles  se  réduiront  au 
cube  et  au  carré  de  la  substitution  du  sixième  ordre 

{a^,w,y,u,z,i-). 

De  plus,  le  nombre  k  se  confondant  avec  l'ordre  «  =  2  de  la  substitu- 
tion P,  et  le  nombre  h  avec  l'ordre  è  =  3  de  la  substitution  Q,  l'équa- 
tion (23)  donnera 

Corollaù-e  IV.  —  Si  la  substitution  P  se  réduit  à  un  seul  facteur  cir- 
culaire, alors  tout  ce  que  l'on  pourra  faire  pour  modifier  la  forme  de 
P,  ce  sera  de  faire  passer  successivement  à  la  première  place  l'une 
quelconque  des  variables  écrites  à  la  suite  Tune  de  l'autre  dans  ce 
même  facteur.  Cela  posé,  les  deux  arrangements  auxquels  se  réduiront 
les  deux  formes  assignées  à  P  quand  on  supprimera  les  parenthèses 
et  les  virgules  placées  entre  les  variables,  représenteront  évidemment 
les  deux  termes  d'une  substitution  qui  sera  une  puissance  de  P.  Donc 
la  substitution  Q  se  confondra  nécessairement  avec  Tune  de  ces  puis- 
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sances.  Alors  aussi  le  tableau  unique,  construit  avec  les  diverses  varia- 
bles, ne  renfermera  plus  qu'une  seule  ligne  verticale. 

Théorème  II.  —  Soient  P,  Q  deux  substitutions  permutables  entre  elles  et 
formées  mec  les  n  vaîiables 

.r,      r,     --,      

Si  ces  deux  substitutions  ne  sont  pas  de  la  forme  indiquée  dans  le  théo- 
rème I  elles  pourront,  du  moins,  être  décomposées  en  facteurs  correspon- 
dants 

qui,  pris  deux  à  deux,  seront  de  cette  forme  et,  par  conséquent,  permu- 
tables entre  eux. 

Corollaire  1.  —  Soit  w  le  nombre  des  formes  diverses  et  semblables 
entre  elles  que  l'on  peut  donner  à  la  substitution  P  en  l'exprimant  à 
l'aide  de  ses  facteurs  circulaires,  et  mettant  toutes  les  variables  en 
évidence;  w  sera  précisément  le  nombre  des  solutions  diverses  de 
l'équation  symbolique  et  linéaire 

QP  =  PQ. 

résolue  par  rapport  à  Q  (voir  %  IV,  page  199);  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  fo  sera  le  nombre  des  substitutions  permutables  avec  P,  qui 
pourront  être  formées  avec  les  n  variables  x,  y,  z,  .  .  . .  D'ailleurs, 
comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  il  suffira,  pour  obtenir  une  valeur 
de  Q,  d'écrire,  au-dessus  de  la  substitution  P  exprimée  à  l'aide  de  ses 
facteurs  circulaires,  la  même  substitution  sous  une  seconde  forme 
semblable  à  la  première,  puis  de  prendre  pour  termes  de  la  substitu- 
tion Q  les  deux  arrangements  auxquels  se  réduiront  les  deux  formes 
de  P  quand  on  supprimera,  dans  ces  deux  formes,  les  parenthèses  et 
les  virgules  placées  entre  les  diverses  variables.  Enfin,  il  peut  arriver 
que  la  substitution  P  renferme  des  variables  immobiles  qui  disparais- 
sent quand  on  la  réduit  à  sa  plus  simple  expression  ;  et  il  est  clair  que, 
dans  le  passage  d'une  première  forme  de  P  à  une  seconde,  on  pourra 

OEwres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII,  32 
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échanger  entre  eux  arbitrairement  les  facteurs  circulaires  du  premier 
ordre  formés  avec  ces  variables  immobiles.  11  en  résulte  que  les  varia- 
bles immobiles  de  P  peuvent,  dans  la  substitution  Q,  composer  des 
facteurs  circulaires  quelconques.  Donc,  pour  obtenir  les  diverses 
valeurs  de  Q,  il  suffira  toujours  de  multiplier  les  diverses  substitutions 
formées  avec  les  variables  immobiles  de  P,  par  les  diverses  valeurs  de 
Q  que  l'on  obtiendrait  en  laissant  de  côté  ces  mêmes  variables  et  en 
supposant  la  valeur  de  P  réduite  à  sa  plus  simple  expression. 

Corollaire  H.  —  Pour  montrer  une  application  des  principes  établis 
dans  le  précédent  corollaire,  supposons  que,  les  variables  données 

.37,      y.      5,      w,      ç,      w,      s,      t 

étant  au  nombre  de  huit,  la  substitution  P,  réduite  à  sa  plus  simple 
expression,  renferme  seulement  les  six  variables 

^,    J,    -,    «,    ^,    J-^, 

et  soit  déterminée  par  la  formule 

(35)  P  =  {a^,u){y,v){z,v,). 

La  même  substitution,  quand  toutes  les  variables  seront  mises  en  évi- 
dence, pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(37)  P  =  {x,u){f,ç){z,^v){s){t). 

D'ailleurs,  si  on  laisse  de  côté  les  deux  variables  immobiles  s,  t,  le 
nombre  des  formes  semblables  entre  elles,  sous  lesquelles  on  pourra 
présenter  la  valeur  de  P  fournie  par  l'équation  (35),  sera  exprimé 
[voirla  formule  (2)  de  la  page  194J  par  le  produit 

1.2.3 .2-''=  48- 
Donc  avec  les  six  variables 

X,     y     z,      i/,      c,     (r, 

on  pourra  former  4^  valeurs  diverses  de  Q,  c'est-à-dire  48  substitu- 
tions dont  chacune  sera  permutable  avec  la  substitution  P.  Au  con- 
traire, si  l'on  fait  entrer  en  ligne  de  compte  les  deux  variables  s  et  t. 
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le  nombre  des  formes,  semblables  entre  elles,  sous  lesquelles  on 
pourra  présenter  la  valeur  de  P  fournie  par  l'équation  (37),  sera 

(l.2)(l.2.3.2^')  =  2.48  =  96. 

Donc,  avec  les  huit  variables 

"^j    J'i    -")    '*)    ^'1    ^'^'■1    ^î    ^1 

on  pourra  former  2  x  l\S,  ou  96  valeurs  diverses  de  Q,  c'est-à-dire 
96  substitutions  dont  chacune  sera  permutable  avec  la  substitution  P. 
Il  y  a  plus  :  pour  obtenir  les  96  valeurs  de  Q  que  l'on  peut  former  avec 
les  huit  variables 

x,      J-,       Z,       U,       t',       «',       5,       t, 

il  suffira  de  multiplier  les  4^  valeurs  de  Q,  formées  avec  les  six 
variables 

X,     j,      z,      It,      v,      w, 

par  les  deux  substitutions 

I     et     {s,  t), 

qui  peuvent  être  formées  avec  les  variables  immobiles  de  P;  et  à  cha- 
cune des  valeurs  que  l'on  pourra  obtenir  par  la  substitution  Q,  en 
laissant  de  côté  les  deux  variables  s,  t  correspondra  une  seconde 
valeur  qui  sera  le  produit  de  la  première  par  le  facteur  circulaire  {s,  t). 
Ainsi,  par  exemple,  à  la  valeur  de  Q  déterminée  par  l'équation  (36), 
c'est-à-dire  par  la  formule 

correspondra  une  seconde  valeur  de  Q  déterminée  par  la  formule 

Q.  =  {jo,y,z){u,i>,w){s,t), 

et  permutable,  comme  la  première,  avec  la  substitution  P. 

Avant  de  terminer  ce  paragraphe,  nous  allons  encore  établi  r,  à  l'égard 
des  substitutions  permutables  entre  elles,  quelques  propositions  qui 
paraissent  dignes  d'être  remarquées. 

Théorème  III.  —  Désignons  par 

Q,    R,    S,     ... 
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diverses  substitutions  dont  chacune  soit  permutable  avec  une  substitution 
donnée  P.  Le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  des  substitutions  Q,  R,  S, .  .  . 
multipliées  V une  par  Vautre  dans  un  ordre  quelconque,  sera  encore  per- 
mutable avec  la  substitution  P. 

Démonstration.  —  En  effet,  lorsque  chacune  des  substitutions 

Q,     H,    S.     ... 

sera  permutable  avec  P,  on  aura 

(38)  QP=:=PQ),         RP  =  PR,         SP^PS, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(89)  Q  =  PQP-',         R  =  PRP->.         S  =  PSP-S 

Or,  on  tirera  immédiatement  des  équations  (39) 
(4o)  QRzrrPQRP   ',         QRS=PQRSP-', 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(4i)  QRP  =  PQR,         QRSP^PQRS,         ...: 

et  il  résulte  immédiatement  des  formules  (4 1)>  que  chacun  des  produits 

QR,    QRS.     ..., 

formés  par  la  multiplication  de  deux  ou  de  plusieurs  des  substitutions 

Q,    R,    S,     ..., 

est  permutable  avec  la  substitution  P. 

Corollaire.  —  Désignons  toujours  par  n  le  nombre  des  variables 

oc,     r,     z,     ... 

comprises  dans  la  substitution  P,  et  par  w  le  nombre  des  formes,  sem- 
blables entre  elles,  que  peut  prendre  P  exprimé  à  l'aide  de  ces  variables; 
w  sera  le  nombre  total  des  substitutions  permutables  avec  P  qui  pour- 
ront être  formées  avec  les  n  variables  x,  y,  z,  ....  Soient 

(42)  I,    Q,,    Q,,     ...,    Qo,-, 

ces  mêmes  substitutions,  dont  l'une  se  réduira  toujours  à  l'unité.  En 


QUE  LON  PEUT  FORMER  AVEC  DES  LETTRES  DONNÉES.  253 
vertu  du  théorème  III,  les  dérivées  des  substitutions 

Q,,     Q,,     ...,     Q,,_, 

seront  toutes  permutables  avec  P.  Donc  ces  dérivées  seront  toutes 
comprises  dans  la  série  (42),  et  cette  série  offrira  un  système  de  subs- 
titutions conjuguées.  On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  IV.  —  Une  substitution  quelconque  P  étant  formée  avec  les 
n  variables  x,  y,  z,  .  .  . ,  les  diverses  substitutions  foi-mées  avec  les  mêmes 
variables,  et  permutables  avec  P,  offriront  un  système  de  substitutions 
conjuguées. 

Exemple.  —  Soit 

(■|3)  Y>  =  {x,y){z,u). 

Le  nombre  des  formes,  semblables  entre  elles,  que  pourra  prendre  la 
substitution  P  exprimée  à  l'aide  des  quatre  variables  x,  y,  z,  //,  sera 

Donc  ces  mêmes  variables  pourront  former  huit  substitutions  permu- 
tables avec  P.  D'ailleurs,  pour  obtenir  ces  huit  substitutions,  il  suffira 
de  comparer  àla  forme  sous  laquelle  P  se  présente  dans  la  formule  (43), 
les  huit  formes,  semblables  entre  elles,  que  peut  acquérir  P  exprimé 
à  l'aide  des  variables  x,  j,  z,  u.  Ces  huit  formes,  savoir 

iz,  i/)(j;y).     (c.  //)()-,  .r),     {a,  z)  {x,  y),     (u,z){y,a-), 

se  réduiront,  si  Ton  supprime  les  virgules  et  les  parenthèses,  aux  huit 

arrangements 

xjzu,    yjczu,     jcyuz,    yxiiz, 

ziixy^     z  a  1  x- ,     ii  zxy ,     //  zyx . 

Donc,  en  vertu  de  la  règle  énoncée  à  la  page  200,  les  huit  substitutions 
permutables  avec  P  seront  les  suivantes  : 


xyzii\        f  y.vzii\         /.rvuz\        fv.vuz 
xyzii)'      \.ryzu)'      \.vyzii)'      \x^ 
zuxy\        /zuyx\        /i/zxy\        (11  zyx 


yxuz\ 
lyz  u  ) 


xyzu  J^ 


xyzu /        \xyzu  J        \xyz(i 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  suivantes  : 


(44) 


^  {^,y),         (-,  «),       (^,  j)(s,  «), 


Or,  il  est  aisé  de  s'assurer  que,  si  l'on  multiplie  ces  huit  substitutions 
par  l'une  quelconque  d'entre  elles,  les  huit  produits  ainsi  obtenus  se 
confondront  avec  ces  mêmes  substitutions,  rangées  seulement  dans 
un  nouvel  ordre.  Donc  le  système  des  huit  substitutions  permutables 
avec  P  sera,  conformément  au  théorème  IV,  un  système  de  substitu- 
tions conjuguées. 

X.   —  Sur  les  systèmea  de  substitutions  permutables  entre  eux. 

Considérons  n  variables 

^■)    j'i    ^1    •  •  •  1 

et  formons  avec  ces  variables  deux  systèmes  de  substitutions  conju- 
guées, l'un  de  l'ordre  a,  l'autre  de  l'ordre  b.  Représentons  d'ailleurs 
par 

(I)  I,  l^,  p.,  ...,  p«-., 

les  substitutions  dont  se  compose  le  premier  système,  et  par 
(2)  I,     Q,,     Q,,     ...,     Qb_,, 

celles  dont  se  compose  le  second  système.  Nous  dirons  que  les  deux 
systèmes  sont  permutables  entre  eux,  si  tout  produit  de  la  forme 

P/.Q* 

est  en  même  temps  de  la  forme 

QkPh. 

Il  pourra  d'ailleurs  arriver,  ou  que  les  indices^ et ^' restent  invariables 
dans  le  passage  de  la  première  forme  à  la  seconde,  en  sorte  qu'on  ait 
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ou  que  les  indices  li  et  k  varient  dans  ce  passage,  en  sorte  qu'on  ait 

/<',  k'  étant  de  nouveaux  indices,  liés  d'une  certaine  manière  aux 
nombres  h  et  k.  Dans  le  premier  cas,  l'une  quelconque  des  substitu- 
tions (i)  sera  permutable  avec  l'une  quelconque  des  substitutions  (2). 
Dans  le  second  cas,  au  contraire,  deux  substitutions  de  la  forme  P/.,  Q/,, 
cesseront  d'être  généralement  permutables  entre  elles,  quoique  le 
système  des  substitutions  de  la  forme  P/,  soit  permutable  avec  le  sys- 
tème des  substitutions  de  la  forme  Q/.. 

Supposons  maintenant  que,  les  systèmes  (i)  et  (2)  étant  permu- 
tables entre  eux,  on  nomme  S  une  dérivée  quelconque  des  substitu- 
tions comprises  dans  les  deux  systèmes.  Cette  dérivée  S  sera  le  pro- 
duit de  facteurs  dont  chacun  sera  de  la  forme  P/,  ou  Q/.,  et  l'on  pourra 
sans  altérer  ce  produit  :  i"  échanger  entre  eux  deux  facteurs  dont  l'un 
serait  de  la  forme  P/,,  l'autre  de  la  forme  Q/,,  pourvu  que  l'on  modifie 
convenablement  les  valeurs  des  indices  A  et  A;  2"  réduire  deux  facteurs 
consécutifs  de  la  forme  P/,  à  un  seul  facteur  de  cette  forme;  3°  réduire 
deux  facteurs  consécutifs  de  la  forme  Q;;  à  un  seul  facteur  de  cette 
forme.  Or  il  est  clair  qu'à  l'aide  de  tels  échanges  et  de  telles  réduc- 
tions, on  pourra  toujours  réduire  définitivement  la  substitution  S  à 
Tune  quelconque  des  deux  formes 

P/,Qa-,    QJ^. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soient 

(•)  I-     P,,     P. P«-, 

et 

(■■î)  1.    Qm    q...    ...,    Q/>-, 

deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées,  pei'mutables  entre  eux,  le  pre- 
mier de  l'ordre  a,  le  second  de  l'ordre  b.  Toute  substitution  S,  dérivée  de 
substitutions  (1)^/(2),  pourra  être  réduite  à  chacune  des  formes 

P/-Qx,    Q*P/,. 
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Corollaire.  —  Concevons  maintenant  que  l'on  construise  les  deux 

tableaux 

I  P  P.  P 

Q,.        Q,P,,       Q,P,,        ...,       Q.P,_,, 

(3)  <!    Q,,        Q,P„       Q.P,,       ...,      Q,P«-., 


Q,_,,     Q._,P,,     Q,_.P,,     ...,     Q,_,P„_, 
I  P  P  P 

(4)  <    Q.,       PiQ.,       P.Q.,     ...,     P«-.Q., 


Q,_,,     P.Q,_.,     P,Q,_„     ....     P„_iQi_,. 

Deux  termes  pris  au  hasard,  non  seulement  dans  une  même  ligne 
horizontale,  mais  encore  dans  deux  lignes  horizontales  différentes  du 
tableau  (3),  seront  nécessairement  distincts  l'un  de  Tautre,  si  les 
séries  (i)  et  (2)  n'offrent  pas  de  termes  communs  autres  que  l'unité. 
Car,  si  en  nommant  //,  h'  deux  entiers  inférieurs  à  a,  et  k,  k'  deux 
entiers  inférieurs  à  b,  on  avait,  par  exemple, 
(5)  Q,P;-Q,,P,,, 

sans  avoir  à  la  fois 

h'=h     et     A'=/, 

l'équation  (5)  entraînerait  la  formule 

en  vertu  de  laquelle  les  deux  séries  offriraient  un  terme  commun  qui 

serait  distinct  de  l'unité.  Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  les  divers 

termes  du  tableau  (3)  qui  offrira  toutes  les  valeurs   possibles   du 

produit 

QaP/. 

seront  distincts  les  uns  des  autres,  et,  par  suite,  les  dérivées  distinctes 
des  substitutions  (i)  et  (2)  se  réduiront  aux  termes  de  ce  tableau. 
Donc  le  système  de  substitutions  conjuguées,  formé  par  ces  dérivées, 
sera  d'un  ordre  représenté  par  le  nombre  des  termes  du  tableau  (3), 
c'est-à-dire   par  le    produit   nb.    On    pourra    d'ailleurs   évidemment 
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remplacer  le  tableau  (3)  par  le  tableau  (4);  et,  par  conséquent,  on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IL  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que,  dans  le  théorème  /, 
les  dérivées  des  substitutions  (i)  et  {^"i)  formeront  un  nouveau  système  de 
substitutions  qui  seront  toutes  comprises  dans  le  tableau  (  3  ),  ainsi  que  dans 
le  tableau  (4);  et  l'oi-dre  de  ce  système  sera  le  produit  ab  des  ordres  a,  b 
des  systèmes  (i)  et  (^i),  si  ces  derniers  systèmes  n'offrent  pas  de  termes 
communs  autres  que  l'unité. 

On  peut  encore  démontrer  facilement  la  proposition  suivante,  qui 
peut  être  considérée  comme  réciproque  du  second  théorème  : 

Théorème  IIL  —  Soient 

(I)  I,    Pi,    P.,     ...,    P«-., 

('^)  I,       Qi,     Q.,       ...,      Q6.-n 

deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées,  le  premier  de  l'ordre  a ,  le  second 
de  l'ordre  b,  qui  n'offrent  pas  de  termes  communs  autres  que  l'unité.  Si 
les  dérivées  de  ces  deux  systèmes  forment  un  nouveau  système  de  substi- 
tutions conjuguées,  dont  l'ordre  se  réduise  au  produit  ab,  toutes  ces 
dérivées  seront  comprises  dans  chacun  des  tableaux  (3)  et  (4),  et,  par 
conséquent,  les  systèmes  {i)  et  {i)  seront  permutables  entre  eux. 

Démonstration.  —  En  effet,  dans  l'hypothèse  admise,  chacun  des 
tableaux  (3),  (4)  se  composera  de  termes  qui  seront  tous  distincts  les 
uns  des  autres,  et  qui  seront  en  nombre  égal  à  celui  des  dérivées  des 
substitutions  (i)  et  (2).  Donc  il  renfermera  toutes  ces  dérivées,  dont 
chacune  sera  tout  à  la  fois  de  la  forme  Q/,P/,  et  de  la  forme  P/^Q/,. 

Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où  les  divers  termes  de  la 
suite  (i)  se  réduisent  aux  diverses  puissances 

((j)  I,    P,    P-,     ...,    P'^-i 

d'une  substitution  P  dont  l'ordre  est  représenté  par  la  lettre  a,  et  où 
pareillement  les  divers  termes  de  la  suite  (2)  se  réduisent  aux  diverses 
puissances 

(7)  I,    Q,    q\    ...,    Q*-' 
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d'une  substitution  Q  dont  l'ordre  est  représenté  par  la  lettre  b.  Alors, 
pour  que  le  système  des  substitutions  (6)  soit  permutable  avec  le 
système  des  substitutions  (7),  il  suffira  que  les  deux  suites 

(8)  ^  Q,    PQ,    P^Q,     ...,    P"-^Q 
et 

(9)  Q,    Q^^    QPS    •••.    <^i'"-^ 

offrent  les  mêmes  termes  rangés  dans  le  même  ordre  ou  dans  deux 
ordres  différents.  En  effet,  cette  condition  étant  supposée  remplie, 
tout  produit  de  la  forme  P''Q  sera  en  même  temps  de  la  forme  QP^'',  le 
nombre  h'  pouvant  être  distinct  du  nombre  //.  Donc,  par  suite,  tout 
produit  de  la  forme 


sera  aussi  de  la  forme 
et  même  de  la  forme 


p/,Q-.^pAQQ 

QP^'Q, 

QQP''"=zQ2P''", 


If  pouvant  être  distinct  de  h  et  de  h' .  Généralement,  toute  substitu- 
tion de  la  forme 

pouvant  être  considérée  comme  le  produit  de  k  facteurs  égaux  à  Q  par 
le  multiplicateur  P'S  on  pourra,  sans  altérer  cette  substitution, 
échanger  successivement  le  facteur  P''  avec  chacun  des  facteurs  égaux 
à  Q,  pourvu  que  chaque  fois  on  modifie  convenablement  la  valeur  de 
l'exposant  /z;  et  lorsque,  en  vertu  de  semblables  échanges,  les  k  fac- 
teurs égaux  à  Q  auront  été  déplacés  de  manière  à  précéder  tous  les 
facteurs  égaux  à  P,  la  substitution 

se  présentera  évidemment  sous  la  forme 

O^P'''. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Soient 

P,  .  Q 
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deux  substitutions  distinctes,  la  première  de  l'ordre  a,  la  seconde  de 
l  ordre  b.  Si  les  deux  suites 

(^,     PQ,     P^Q,     ...,     P«-iQ, 

offrent  précisément  les  mêmes  termes  rangés  dans  le  même  ordre  ou  dans 
deux  ordres  différents ,' alors  les  deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées 

I      P      P-  P«-i 

et 

formés,  l'un  avec  les  diverses  puissances  de  P,  l'autre  avec  les  diverses 
puissances  de  Q,  seront  deux  systèmes  permutables  entre  eux. 

De  ce  dernier  théorème,  joint  aux  théorèmes  I   et  II,  on   déduit 
immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  IV, 
admettons,  en  outre,  qu'aucune  des  substitutions 

P,     P'-,     ...,     P«-* 
ne  se  retrouve  parmi  les  substitutions 

Q,     QS     ...,     Q^-\ 
en  sorte  que  l'équation 

ne  se  vérifie  jamais,  excepté  dans  le  cas  où  l'on  a 

Alors  toutes  les  dérivées  des  deux  substitutions  P,Q  seront  comprises 
dans  chacune  des  formes 

la  valeur  de  le  devant  rester  la  même  quand  on  passera  de  la  première 
l'orme  à  la  seconde  ;  et,  par  suite,  ces  dérivées  offriront  un  système  de 
substitutions  conjuguées  dont  l'ordre  sera  le  produit  ab. 

Corollaire.  —  Dans  l'hypothèse  admise,  les  diverses  dérivées  des 
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substitutions  P,  Q  se  confondront  évidemment  avec  les  divers  termes 
du  tableau 

(lO) 

et  aussi  avec  les  divers  termes  du  tableau 


I, 

P, 

PS 

•  5                   A              1 

Q, 

PQ, 

P^Q,        . 

.,      P'^-^Q, 

QS 

PQ-^ 

1 

•  •  1      ' 

(lO 


p,  PS 

Q,         QP.  QPS 

Q.^        QMS         Q^PS 


Q6_,         Qi-ip^       Qi-'P^        . 


15a— 1 

QP'^-', 
,      Q-P«-', 

1      1 

,     Q''-ip«-', 


XI.  —  Bes  substitutions  arithmétiques  et  des  substitutions  géométriques. 


Considérons  n  variables 


^•,    js 


Supposons,  d'ailleurs,  que  l'on  représente  ces  diverses  variables  par 
une  même  lettre  x  successivement  affectée  des  indices 


O,        I,       2, 

et,  en  conséquence,  à  la  place  de 

^■,   y-, 


n  —  I  ; 


écrivons 

(0 


"^'o»       ^\1       ■^•i' 


•  1         '^ll—'i  ' 


Enfin  concevons  que  l'on  regarde  comme  pouvant  être  indifféremment 
remplacés  l'un  par  l'autre  deux  indices,  dont  la  différence  se  réduit  à 
un  multiple  de  n;  en  sorte  qu'on  ait,  pour  toute  valeur  entière  positive 
ou  même  négative  de  /, 

Pour  reproduire  la  suite  (i),  ou  du  moins  les  termes  de  cette  suite 
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rangés  dans  un  nouvel  ordre,  il  suffira  d'ajouter  aux  indices  de  ces 
divers  termes  une  même  quantité  h,  ou  bien  encore  de  multiplier  ces 
indices  par  un  même  nombre  ;•  premier  à  n.  Dans  le  premier  cas,  à  la 
place  de  la  série  (i),  on  obtiendra  la  suivante 

Dans  le  second  cas,  au  contraire,  la  série  (i)  sera  remplacée  par  celle-ci 

Il  est  bon  d'observer  qu'au  terme  Xi  de  la  série  (i)  correspond  le 
terme  x^+f^  de  la  série  (2),  et  que  le  rapport  arithmétique  des  indices 

qui  affectent  la  lettre  x  dans  ces  deux  termes,  se  réduit  précisément  à 
la  constante  h.  Au  contraire,  au  terme  Xi  de  la  série  (i)  correspond  le 
terme  x,.i  de  la  série  (3),  et  le  rapport  géométrique  des  indices 

ri,    /, 

qui  affectent  la  lettre  x  dans  ces  deux  termes,  se  réduit  précisément 
à  la  constante  r.  Pour  ce  motif,  en  supposant,  comme  ci-dessus,  que 
les  variables  données  sont  représentées  par  une  seule  lettre  successi- 
vement affectée  des  indices 

O,       I,       2,        ....       Il  —  I, 

nous  appellerons  substitution  arithmétique  la  substitution  qui  consiste 
à  remplacer  chaque  terme  de  la  série  (i)  par  le  terme  correspondant 
de  la  série  (2),  et  nous  appellerons,  au  contraire,  substitution  géomé- 
trique la  substitution  qui  consiste  à  remplacer  chaque  terme  de  la 
série  (i)  par  le  terme  correspondant  de  la  série  (3).  Cela  posé,  la  subs- 
titution arithmétique  la  plus  simple  sera  la  substitution  circulaire 

qui  consiste  à  remplacer  généralement  Xi  par  Xi^\ ,  et  il  suffira  évidem- 
ment d'élever  celle-ci  à  la  puissance  du  degré /i  pour  obtenir  la  substi- 
tution qui  consiste  à  remplacer  généralement  Xi  par  Xi,_f,.  Ainsi,  la 
valeur  de  P  étant  déterminée  par  la  formule  (4),  chaque  terme  de  la 
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série  (  i  )  se  trouvera  remplacé  par  le  terme  correspondant  de  la  série  (2) 
en  vertu  de  la  substitution  circulaire  ou  régulière  P''. 

Soit  maintenant  Q  la  substitution  géométrique  qui  consiste  à  rem- 
placer généralement  le  terme  x/  de  la  série  (i)  par  le  terme  correspon- 
dant cc,.(  de  la  série  (3)  en  sorte  qu'on  ait 

Alors,  k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  la  substitution  Q''  sera 
celle  qui  consiste  à  remplacer  la  variable  cci  par  la  variable  a;,,^;  et,  par 
suite,  pour  que  l'on  ait  identiquement 

(6)  Q^-=:i, 

il  faudra  que  l'on  ait,  quel  que  soit /, 

(7)  r^l  =  f         (modn). 

D'ailleurs,  /■  étant,  par  hypothèse,  premier  à  n,  la  formule  (7),  que 
l'on  peut  écrire  comme  il  suit 

(r'^— i)/  =  o         (mod/i), 
donnera 

r^ — I  i^  o         (n)od«), 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(8)  r^^i         (modn). 

Donc  l'équation  (6)  entraînera  toujours  la  formule  (8);  et  l'ordre  i  de 
la  substitution  géométrique  Q,  c'est-à-dire  la  plus  petite  des  valeurs 
de  k,  pour  lesquelles  se  vérifiera  l'équation  (6),  sera  en  même  temps 
la  plus  petite  des  valeurs  de  k  pour  lesquelles  se  vérifiera  la  for- 
mule (8). 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  et  ;•  l'un  des  nombres  pre- 
miers à  n,  l'exposant  k  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  la  base  r 
pour  obtenir  un  nombre  équivalent,  suivant  le  module  n,  à  un  reste 
donné,  est  ce  qu'on  nomme  V indice  de  ce  reste.  Cela  posé,  le  nombre  i, 
ou  la  plus  petite  des  valeurs  de  k  pour  lesquelles  se  vérifie  la  for- 
mule (8),  n'est  évidemment  autre  chose  que  le  plus  petit  des  indices 
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de  l'unité.  Ce  même  nombre  i  est  encore  celui  qui  indique  combien 
l'on  peut  obtenir  de  restes  différents  en  divisant  par  n  les  termes  de 
la  progression  géométrique 

I,     /-,     r-,     r,      ..., 

et  qui,  pour  cette  raison,  a  été  désigné,  dans  un  précédent  Mémoire, 
sous  le  nom  d'indicateur.  En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  propo- 
sition suivante  : 

Théorème  l.  —  n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  et  r  étant  T un  des 
nombres  premiers  à  n,  l'ordre  de  la  substitution  géométrique  Q,  déter- 
minée par  la  formule  (8),  se  confond  avec  l'indicateur  i  relatif  à  la 
base  r. 

Concevons  à  présent  que,  h,  k  étant  deux  nombres  entiers  quel- 
conques, on  forme,  avec  les  variables 

■^05      "^15       "^2'       ■  '     '       "^ra— 1  ' 

les  trois  substitutions 

P^    Q^    et    Q^P''. 

Ces  substitutions  consisteront  évidemment,  la  première  à  remplacer 
rindice  /d'une  variable  quelconque  par  l'indice  / 4-  /?,  la  deuxième  à 
remplacer  l'indice  /par  l'indice  r' /,  et  la  troisième  à  remplacer  l'indice  / 

par  l'indice 

rk{l  +  h). 

Au  contraire,  h'  étant  un  entier  distinct  de  h,  la  substitution 

consisterait  à  remplacer  l'indice  /  d'une  variable  quelconque  par 
l'indice 

Donc  on  aura  généralement 

(9)  Q^P^^P'-'Q^ 

si  l'on  a 

/,'+H/  =  /-^(/  +  A), 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  a 

h'=r'^h. 

Mais  alors  l'équation  (9)  donnera 

et  il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  cette  dernière  formule  s'étend 
à  des  valeurs  entières  quelconques  non  seulement  positives,  mais 
encore  négatives  de  h.  On  peut  donc  énoncer  généralement  la  propo- 
sition suivante  : 

Théorème  II.  —  Représentons  n  variables  distinctes  par  une  même 
lettre  x  successivement  affectée  des  indices 

o,      I,      2,      ....     n  —  I, 

et  concevons  que  Von  regarde  comme  pouvant  être  indifféremment  rem- 
placés V un  par  l'autre  deux  indices  dont  la  différence  se  réduit  à  un  mul- 
tiple de  n.  Soit  d'ailleurs  r  un  nombre  entier^ premier  à  n.  Enfin  soient 

P,    Q 

deux  substitutions ,  l'une  arithmétique,  l'autre  géométrique,  déterminées 
par  les  formules  (4)  eï  (5),  c'est-à-dire  deux  substitutions  qui  consistent, 
la  première  à  remplacer  l'indice  l  d'une  variable  quelconque  par  l'in- 
dice /  4-  I ,  /a  seconde  à  remplacer  l'indice  l par  l'indice  ri.  Alors  on  aura, 
pour  des  valeurs  entières  quelconques  de  h,  et  pour  des  valeurs  entières  et 
positives  de  k, 

(10)  Q^P''=Prl'hqi 

Corollaire  L  —  Poser  l'équation  (10),  c'est  dire  que  l'équation  (9), 
savoir 

subsiste  quand  les  exposants  h,  h'  vérifient  la  condition 

h'=r^/i. 

D'ailleurs,  de  cette  dernière  formule,  combinée  avec  l'équation 

r'^i  (mod«), 
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on  tire,  en  supposant  k  <i  i, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

h  =  r'-''h'         (modw), 

et  plus  généralement,  en  désignant  par  f'  un  multiple  do  «supérieur  à  ^, 

h  ^^  r'-'-'^  h '         (  mod  n  ) . 

Donc,  poser  Féquation  (lo),  c'est  dire  encore  que  l'équation  (9)  sub- 
siste quand  les  exposants  A,  h  vérifient  la  condition 

h  —  r^-'^h'. 

Il  résulte  de  ces  observations  qu'on  peut,  dans  la  formule  (9),  choisir 
arbitrairement  l'un  quelconque  des  exposants  h,  h' .  Il  en  résulte  aussi 
que  tout  produit  de  la  forme 


est  en  même  temps  de  la  forme 


p/'O^, 


et  réciproquement,  la  valeur  de  l'exposant  h  devant  seule  varier  quand 
on  passe  d'une  forme  à  l'autre.  Donc,  en  vertu  de  l'équation  (9),  les 
diverses  puissances  de  P,  savoir 

(n)  I,    P,    P-^ P"-', 

offrent  un  système  de  substitutions  permutables  avec  le  système  des 
substitutions 

(12)  I,     Q,     Q',     ...,     Q'-', 

qui  représentent  les  diverses  puissances  de  Q. 

Corollaire  II.  —  Il  est  bon  d'observer  encore  que  la  substitution 
arithmétique  P  et  celles  de  ses  puissances  qui  ne  se  réduisent  pas  à 
l'unité,  déplacent  les  n  variables  données 


'^01      "^n      "^2» 
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■Xn  —  t  . 


^'^ 
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Au  contraire,  la  substitution  géométrique  Q,  déterminée  par  la  for- 
mule (5),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante, 

(i3)  Q^/^,.^,,....^(„_,„.\ 

laisse  immobiles  la  variable  x^  quand  n  est  un  nombre  impair,  et  les 
deux  variables  x^,  x^  quand  n  est  un  nombre  pair.  La  même  propriété 

devant  évidemment  appartenir  à  celles  des  puissances  de  Q  qui  dif- 
fèrent de  l'unité,  il  est  clair  que  les  deux  substitutions 

ne  pourront  jamais  vérifier  la  formule 

excepté  dans  le  cas  où  l'on  aura 

Corollaire  lïl.  —  Les  deux  corollaires  précédents,  joints  au  théo- 
rème m  du  paragraphe  X,  entraînent  évidemment  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  III.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  II, 
les  dérivées  des  deux  substitutions  P,  Q  seront  toutes  comprises  sous  cha- 
cune des  deux  formes 

et  composeront  un  système  de  substitutions  conjuguées  qui  sera  d'un 

ordre  représenté  par  le  produit 

ni, 

i  étant  V indicateur  correspondant  à  la  base  r,  c'est-à-dire  la  plus  petite 
des  valeurs  de  k  propres  à  vérifier  la  formule  (8). 

Nota.  —  On  arriverait  encore  aux  mêmes  conclusions  en  observant 
qu'il  suffit  de  poser  A-  =  i  dans  l'équation  (lo)  pour  obtenir  la  formule 

(i4)  QP/'=P'-^Q. 
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Or,  il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  les  deux  suites 

Q,    PQ,    PHI     ....    I— Q, 
Q,     QP,     Q'-P,     ...,     QP"-' 

offrent  les  mêmes  termes,  rangés  seulement  dans  deux  ordres  diffé- 
rents. Cela  posé,  il  est  clair  que  le  théorème  III  sera  une  conséquence 
immédiate  du  théorème  V  du  paragraphe  X. 

Soit  maintenant  a  un  diviseur  de  n,  distinct  de  l'unité  ;  et  posons 

a 

(16)  R  =  P". 

R  sera  précisément  la  substitution  arithmétique  qui  consiste  à  rem- 
placer X(  par  X    „,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  Xi^,,.  D'ailleurs  on 

a 

tirera  de  l'équation  (10),  en  y  remplaçant  h  par  ah,  et  ayant  égard  à  la 
formule  (16), 

(17)  Q*R''=R'-^'^(V-. 

Enfin,  comme  la  substitution  R  et  ses  puissances  d'un  degré  inférieur 
à  V  déplaceront  toutes  les  variables  données,  tandis  que  la  substitu- 
tion Q  et  ses  puissances  d'un  degré  inférieur  à  «laissent  immobile  au 
moins  la  variable  x^,  il  est  clair  que  les  deux  suites 

I,    P.    P- P'-', 

I,    Q,    Q^     ....    Q'-' 

n'offriront  pas  de  termes  communs  autres  que  l'unité.  Gela  posé,  des 
raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  avons  fait  usage  pour 
établir  le  théorème  III  suffiront  pour  déduire  de  la  formule  (17)  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  II, 
nommons  v  un  diviseur  de  n  distinct  de  l'unité,  et  soit  R  la  substitution 
arithmétique  qui  consiste  à  remplacer  généralement  Xi  parxi^^.  Les  déri- 
vées des  deux  substitutions  \\,  Q  seront  toutes  comprises  sous  chacune  des 
deux  formes 
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et  composeront  un  système  de  substitutions  conjuguées  qui  sera  d'un 
ordre  représenté  par  le  produit 

Appliquons  maintenant  les  théorèmes  que  nous  venons  d'établir  à 
quelques  exemples. 

Supposons  d'abord  /i  =  7,  /•=  3.  Alors  les  deux  substitutions  P,  Q, 
déterminées  par  les  formules 

(lo)  ^■—-('^0)   "^1  »    '^2'>    '^'3»    ■^'►>    "^0  5    "^C/J 

(19)  Q  —  (^1,    ^3,    -^2)    ^-^G,    -^O    ^ô)> 

seront,  la  première  du  septième  ordre,  la  seconde  du  sixième  ordre. 
On  aura  donc  «  =:  6  ;  et,  en  effet,  le  nombre  7  étant  pris  pour  module, 
6  sera  l'indicateur  correspondant  à  la  base  /•=3,  puisque,  dans  la 
progression  géométrique 

5  32  3:1  3',  3r,  3r, 

o,       o  ,       j  ,       a  ,       o  ,       ,j  ,       •  •  •  > 

y  sera  le  premier  terme  qui,  divisé  par  7,  donne  pour  reste  l'unité. 
Cela  posé,  on  conclura  du  théorème  111  que  les  substitutions  arith- 
métique et  géométrique  P,  Q,  déterminées  par  les  formules  (18),  (19), 
composent,  avec  leurs  dérivées,  un  système  dont  l'ordre  est  représenté 

par  le  produit 

6.7  =  42. 

Supposons  en  second  lieu  «=7,  /•=2.  Alors  la  substitution  géo- 
métrique Q,  déterminée,  non  plus  par  la  formule  (19),  mais  par  la 
suivante 

(20)  Q  =  (^^,  ^2,  -^J  (-^"s)  ^G.  -275), 

sera  du  troisième  ordre.  On  aura  donc  i  =  3;  et,  en  effet,  le  nombre  7 
étant  pris  pour  module,  3  sera  l'indicateur  correspondant  à  la  base  2, 
puisque,  dans  la  progression  géométrique 

2,       2",       2  ',        •  •  •  ) 

2^  =  8  sera  le  premier  terme  qui,  divisé  par  7,  donne  pour  reste 
l'unité.  Cela  posé,  on  conclura  du  théorème  111  que  les  substitutions 
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arithmétique  et  géométrique  P,  Q,  déterminées  par  les  formules  (i8) 
et  (20),  composent,  avec  leurs  dérivées,  un  système  dont  l'ordre  est 
représenté  par  le  produit 

Supposons  encore  n  =  9,  r=  2.  Alors  les  deux  substitutions  P,  Q, 
déterminées  par  les  formules 

(21)  P  ^^=^  (^0)    ^1)    -^SJ    •^'il    •^'1,1    ^i1    "^C)    "^T»    •^n)) 

(•22)  Q  =  (^'i,  ^'2,  ^o  ^8,-^5)  ('^:)>  ^c)» 

seront,  la  première -du  neuvième  ordre,  la  seconde  du  sixième  ordre. 
On  aura  donc  î  =  6  ;  et,  en  effet,  le  nombre  9  étant  pris  pour  module, 
6  sera  l'indicateur  correspondant  à  la  base  2,  puisque,  dans  la  pro- 
gression géométrique 

2,       2-,        2",       2%       2"',       2''',        .... 

2"  ==64  sera  le  premier  terme  qui,  divisé  par  9,  donne  pour  reste 
l'unité.  Cela  posé,  on  conclura  du  théorème  III  que  les  deux  substi- 
tutions arithmétique  et  géométrique  P,  Q,  déterminées  par  les  for- 
mules (21)  et  (22),  composent,  avec  leurs  dérivées,  un  système  dont 
l'ordre  est  représenté  par  le  produit 

6.9  =  54. 

Supposons  enfin  qu'à  la  substitution  Q,  déterminée  par  la  for- 
mule (22),  on  joigne,  non  plus  la  substitution  P,  déterminée  par  la 
formule  (21),  mais  la  substitution  H,  dont  la  valeur  est  fournie  par 
l'équation 

(23)  R  =  P% 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante 

(24)  R  =  (^'o,  ^•:!.  ^'c)  (-^'n  -^"v,  -^7)  (■*••.,  ^û,  J?»)- 

Alors  R  sera  une  substitution  arithmétique  de  l'ordre 

- -3 

3  -^' 
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et  l'on  conclura  du  théorème  IV  que  les  substitutions  arithmétique  et 
géométrique  Q,  R,  déterminées  par  les  formules  (22)  et  (24),  com- 
posent, avec  leurs  dérivées,  un  système  dont  l'ordre  est  représenté 

par  le  produit 

3.9^=27. 

Pour  un  module  quelconque  n,  l'indicateur  i  dépend  de  la  base  /•, 
et  devient  un  maximum  quand  cette  base  ;•  est  une  racine  primitive 
correspondante  au  module  n.  Si  l'on  nomme  I  cet  indicateur  maxi- 
mum, chacun  des  indicateurs  qui  correspondront  aux  diverses  bases 
représentées  par  les  divers  nombres  premiers  à  n  sera  égal  à  I  ou  à  un 
diviseur  de  I.  D'ailleurs,  si  l'on  suppose 

p  et  g,  ...  étant  les  facteurs  premiers  de  n,  l'indicateur  maximum  I 
sera  le  plus  petit  nomhre  entier  divisible  à  la  fois-par  chacun  des  pro- 
duits 

l'un  de  ces  produits,  savoir  celui  qui  répondra  au  facteur  2,  devant 

être  remplacé  par  sa  moitié  quand  n  sera  pair  et  divisible  par  8. 

Si  n  se  réduit  à  une  puissance  d'un  nombre  premier  et  impair  yj,  en 

sorte  qu'on  ait 

«  =  pf, 
on  trouvera 


I  =  p/->(/>-i)  =  «(,-i) 


Si  n  se  réduit  à  un  nombre  premier/},  on  aura  simplement 

l  =  n~i. 

Eu  égard  aux  remarques  qu'on  vient  de  faire,  les  théorèmes  lïl 
et  IV  entraîneront  évidemment  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  V.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  //, 
si  Ton  nomme  r  une  des  racines  primitives  correspondantes  au  module  n, 
et  I  Vindicateur  maximum  relatif  à  ce  module,  c'est-à-dire  le  plus  petit 
des  indices  de  l'unité  correspondants  à  la  base  r,  la  substitution  géomé- 
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trique  Q,  qui  aura  pour  objet  de  remplacer  généralement  Xi  par  Xri^  sera 
de  r  ordre  I. 

Alors  aussi  les  dérivées  des  deux  substitutions  P,  Q  seront  toutes 
comprises  sous  chacune  des  deux  formes 

et  composeront  un  système  dont  Tordre  sera  représenté  par  le  produit 

n\. 

Corollaire.  —  Si  /i  est  un  nombre  premier,  on  aura  simplement 

et,  par  suite,  les  dérivées  des  deux  substitutions 

l\    Q 
composeront  un  système  dont  Tordre  sera  représenté  par  le  produit 

//  (  //  —  I  ) . 

Théorème  YI.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  Y, 

soit  V  un  diviseur  de  n  autre  que  Vunité^  et  nommons  R  la  substitution 

arithmétique  qui  consiste  à  remplacer  généralement  Xi  par  Xi^.,,.   Les 

dérivées  des  deux  substitutions  Q,  R  seront  toutes  comprises  sous  chacune 

des  deux  formes 

Q^R'',     KH^K 

et  composeront  un  système  dont  V  ordre  sera  exprimé  par  le  produit  vl. 

Au  lieu  de  représenter  les  diverses  variables  par  une  même  lettre 
successivement  accompagnée  d'indices  divers,  on  pourrait  continuer 
à  les  représenter  par  dilFérentes  lettres 

puis  assigner  à  chaque  variable  un  numéro  propre  à  indiquer,  ou  le 
rang  qu'elle  occupe  dans  la  série  de  ces  lettres  écrites  à  la  suite  Tune 
de  l'autre,  suivant  un  ordre  déterminé,  ou,  mieux  encore,  ce  même 
rang  diminué  de  l'unité.  Alors  la  substitution  désignée  par  0  dans  les 
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théorèmes  précédents  serait  celle  qui  consiste  à  remplacer  la  variable 
correspondante  au  numéro  /  par  la  variable  correspondante  au 
numéro  ri,  ou  plutôt  au  numéro  équivalent  au  reste  de  la  division  du 
produit  /-/par  le  numéro  /. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  /i  =  5;  alors  cinq  variables  repré- 
sentées par  les  lettres 

pourront  être  censées  correspondre  aux  numéros 

O,       I,      2,      3,      4. 

Alors  aussi,  en  multipliant  les  quatre  derniers  numéros  par  le  fac- 
teur r,  on  obtiendra  les  produits 

r,     ii\     3/',     4^^; 

et,  si  l'on  pose  r  =  2,  ces  produits,  divisés  par  5,  donneront  pour  restes 

2,     4,     I,     3. 

Ainsi,  dans  cette  hypothèse,  la  substitution  désignée  par  Q  aura  pour 
effet  de  substituer  aux  variables  dont  les  numéros  étaient 

1,  2, 

les  variables  dont  les  numéros  sont 

2,  4,     I,     3, 

c'est-à-dire  de  substituer  aux  variables 

J,    -,    ",    V 
les  variables 

Z,       ç,      JK,       u. 

On  aura  donc 

Cela  posé,  on  conclura  du  théorème  II  que  les  dérivées  des  deux  sub- 
stitutions 

(25)  P  =  {x,  y,  z,  II,  V),         Q  =  {j',  z,  V,  it) 

sont  toutes  comprises  sous  chacune  des  formes 
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et  (jue  l'ordre  du  système  de  ces  dérivées  est  égal  au  produit 

5 . 4  =  '-^o 

des  nombres  5  et  4  qui  représentent  les  ordres  des  substitutions  P 
et  Q.  Effectivement  les  dérivées  des  substitutions  P,  Q  dont  les  valeurs 
sont  données  par  les  formules  (23)  se  réduiront  aux  vingt  substitu- 
tions comprises  dans  le  tableau 

[  I,  P,  PS  P',  PS 

Q,  ()1>,  QP'-,  QPS  QP's 

^      '  j  Q-^  QMS  Q'-PS  Q'-P',  Q^PS 

(  Q',  Q'P,  Q^PS  (rV\  Q'PS 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  suivant  : 

1,  (.r,  j,  z,  H,  v),   {x,  z,  v,  J,  «),   (.r,  n,  r,  c,  z),   {.z\  v,  n,  z,  j), 


(27) 


(j,  .0  ('^  «)  (",  j)  ('',  •^),    (^.  ")  Os  -).    (-^  •^)  ("•  ^0,     (^,  -)  (-^^  J)' 

(j,  ^,  r,  z)     (;,  r,  J7,  »),       {u,  .v,  y,  r),       (t',  r,  z,  x),        (x,  z,  u,  y). 
Ajoutons  qu'en  vertu  de  la  formule  (10),  on  aura  généralement 

(28)  Q^p/'=P^'/'QS 

et,  par  suite, 

(  QP    =P-Q.      QP2  =P^Q,      QP^  =PQ,        QP^  =P'Q, 

(29)  j  Q^'P^rl^'Q^,     Qn>^=P^Q-,     Q'P^— P'-Q-,     QîP^^PQS 

(  Q3Pz=paQ\     Qq^2  =  PQS     Q3P'=P*Q^     Q3P^=:PîQ^ 

XIL   —  Sur  diverses  proj/riétés  remarquables 
des  systèmes  de  subslilulions  conjuguées. 

Considérons  «  variables 

Le  nombre  total  N  des  arrangements,  ou  bien  encore  des  substitutions 
que  l'on  pourra  former  avec  ces  variables,  sera   représenté  par  le 

produit 

N  =  1 . 2  ..>...«  ; 

Œuvres  de  C.  —  S.  11,  l.  XIII.  35 
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et  l'un  quelconque  des  systèmes  de  substitutions  conjuguées,  formés 
avec  ces  mêmes  variables,  sera  toujours  d'un  ordre  exprimé  par  un 
diviseur  de  N.  De  plus,  ces  systèmes  jouiront  encore  de  diverses  pro- 
priétés remarquables  dont  quelques-unes  ont  été  déjà  établies  dans  le 
paragraphe  VI.  Je  vais  maintenant  en  démontrer  quelques  autres,  qui 
se  trouvent  exprimées  par  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I,  —  Fonnons  avec  n  variables 


deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées;  et  soient 

(0  .,    P,,     P,,     ....    IV,, 

(2)  I,    Q„    Q.„     ....    Q,_„ 

ces  deux  systèmes,  le  premier  de  V ordre  «,  le  second  de  V ordre  b.  Soit 
d'ailleurs  I  le  nombre  des  substitutions  R  pour  lesquelles  se  vérifient  des 
équations  symboliques  et  linéaires  de  la  forme 

(3)  RP/,=  Q,R, 
h  étant  l'un  quelconque  des  entiers 

I,     2,      . . . ,     a  —  1, 
et  k  Vun  quelconque  des  entiers 

I,     2,     . . . ,     b  —  I. 

Le  nombre  I,  divisé  par  le  produit  ab,  fournira  le  même  reste  que  le 
nombre 

N=ri.2.3.  .  ./?, 

et  Von  aura,  en  conséquence , 

(4)  I  =  N         (mod«^). 

Démonstration.  —  Faisons,  pour  abréger, 

(5)  j^i\_l. 

Parmi  les  substitutions  que  Ton  pourra  former  avec  a?,  j,  z,  ...,  celles 
pour  lesquelles  ne  se  vérifieront  jamais  des  équations  semblables  à  la 
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formule  (3)  seront  en  nombre  égal  à  S.  Nommons  U  l'une  de  ces  der- 
nières substitutions.  Les  divers  termes  du  tableau 

U,  UPi,  UP^,  ....    UP«-,, 

Q,U,        Q,UP,,        Q,UP,,        ...,     Q,UP._i, 
(6)  :  Q,U,        Q.,UP.,        Q.,UP„        ...,    Q.JJPa-u 


seront  tous  inégaux  entre  eux.  Car,  si  l'on  avait 

(^),LP,=  (>UPa', 
et,  par  suite, 

(7)  UP,PX,'-:Qâ'Qa.U, 
sans  avoir  en  même  temps 

P/,=  P,         et         Qr=Q-i-, 

on  réduirait  l'équation  (5)  à  la  forme 

(8)  Uff  =  i2l], 
en  posant 

Mais  alors,  des  deux  substitutions  ^,  â>,  dont  l'une  au  moins  serait 
distincte  de  l'unité,  la  première  représenterait  encore  un  terme  de  la 
série  (i),  et  la  seconde  un  terme  de  la  série  (2).  Donc  la  formule  (7) 
ou  (8),  considérée  comme  propre  à  déterminer  U,  serait  semblable  à 
l'équation  (3),  et  la  substitution  U  se  réduirait,  contre  l'hypothèse 
admise,  à  l'une  des  valeurs  de  R. 

Soit  maintenant  V  une  substitution  nouvelle  qui,  étant  formée  avec 
les  variables  x,  y,  3,  . . . ,  ne  se  réduise  ni  à  l'une  des  valeurs  de  R,  ni 
à  aucune  des  substitutions  comprises  dans  le  tableau  (6).  Les  divers 
termes  du  tableau 

V^P 

.  .  .  ,        >  r  a— il 

....    Q,VP«_,, 

(9)  {  Q.,V,        Q.,VP„        Q,VP, Q,VP„_,. 


V, 

VP„ 

VP„ 

QiV, 

Q,vp„ 

Q.vp,, 

Q.v, 

Q.vp,, 

Q,VP,. 

Q,_.V,     Q6_,VP,,     Q/,_,VP,,     .    .,     Q6_,VP„_, 
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seront  encore  tous  inégaux  entre  eux,  et  même  ils  seront  distincts  de 
tous  ceux  que  renferme  le  tableau  (6);  car,  si  l'on  avait 

on  en  conclurait 

(10)  \  =  qpQ,UP,p-,}- 

puis,  en  posant,  pour  abréger, 

'J^  =  P,p-.\         â  =  Q7-'Q,, 

on  réduirait  l'équation  (9)  à  la  formule 

(11)  V  =  2U2; 

et,  comme  les  deux  produits  ®,  &  représenteraient  encore,  le  premier 
un  terme  de  la  série  (i),  le  second  un  terme  de  la  série  (2),  il  est  clair 
qu'en  vertu  de  la  formule  (11),  V  se  réduirait,  contre  Thypothèse 
admise,  à  l'un  des  termes  renfermés  dans  le  tableau  (6). 

En  continuant  de  la  sorte,  on  répartira  les  J  substitutions,  pour  les- 
quelles ne  se  vérifieront  jamais  des  équations  semblables  à  la  for- 
mule (3),  entre  plusieurs  tableaux  que  l'on  déduira  successivement  du 
tableau  (6),  en  remplaçant  dans  celui-ci  la  substitution  U,  qui  repré- 
sente le  premier  terme,  par  une  autre  substitution  V,  ou  W,  etc. 
D'ailleurs,  les  termes  qui  se  trouveront  renfermés  dans  chaque 
tableau,  en  nombre  équivalent  au  produit  ab,  seront  tous  inégaux 
entre  eux.  Il  y  a  plus  :  les  termes  que  comprendra  le  système  des 
divers  tableaux  seront  encore  tous  distincts  les  uns  des  autres,  si  l'on 
a  soin  de  prendre  pour  premier  terme  de  chaque  nouveau  tableau  une 
substitution  non  comprise  dans  les  tableaux  déjà  formés.  Cette  condi- 
tion étant  supposée  remplie,  le  nombre  total  des  termes  compris  dans 
les  divers  tableaux  sera  nécessairement  le  nombre  représenté  par  J. 
Donc  le  nombre  J  ou  N  —  I  sera  un  multiple  du  nombre  des  termes 
renfermés  dans  chaque  tableau,  c'est-à-dire  du  produit  ab.  Donc  les 
nombres  I  et  N,  divisés  par  le  produit  ab,  fourniront  le  même  reste. 

Corollaire.  —  Si  les  deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées. 
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mentionnés  dans  le  théorème  I,  se  réduisent  à  un  seul,  alors,  à  la 
place  de  ce  théorème,  on  obtiendra  la  proposition  suivante  : 

Théorèjie  II.  —  Soit  a  V ordre  d^un  système  de  substitutions  conjuguées 
I      P       P  P 

i ,       1  I ,        lot        •  •  •  1        •  a—\  1 

formées  avec  les  n  variables 

et  nommons  I  le  nombre  des  substitutions  Rpour  lesquelles  se  vérifient  des 
équations  de  la  forme 

(12)  RP/,z=:P,R, 

A,  k  étant  des  nombres  entiers  égaux  ou  inégaux^  pris  dans  la  suite 

o,      I,     2,      .  .  .,     a  —  i. 

Le  nombre  I,  divisé  par  le  carré  de  a,  fournira  le  même  reste  que  le 

produit 

N  =  i.2.3...«, 
en  sorte  qu'on  aura 

(i3)  I  =  N         (moda"-). 

Corollaire.  —  Si  a^  surpasse  N,  la  formule  (i3)  donnera  nécessai- 
rement 

(i4)  l  =  N, 

et,  par  suite,  une  substitution  quelconque  R  sera  du  nombre  de  celles 
pour  lesquelles  peut  se  vérifier  l'équation  (12). 

Revenons  maintenant  à  la  formule  (3).  Cette  formule  exprime  évi- 
demment que  les  deux  substitutions 

dont  la  première  est  l'un  des  termes  qui  suivent  Tunité  dans  la 
série  (i),  et  la  seconde  l'un  des  termes  qui  suivent  l'unité  dans  la 
série  (2),  sont  semblables  l'une  à  l'autre.  Donc  il  sera  impossible  de 
satisfaire  à  l'équation  (3)  si  aucune  des  substitutions 

1*      P  P 

I   ,,       1-2,        •  •  •  ,       ^  a—\ 
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n'est  semblable  à  l'une  des  substitutions 

Qm    Q.,    ••••    Q/.-.. 
Donc  alors  on  aura 

1  =  0, 

et  la  formule  (4),  réduite  à  celle-ci 

(i5)  N=o         (mod«6), 

exprimera  que  le  nombre  N  est  divisible  par  le  produit  ah.  En  consé- 
quence, on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Formons  açec  n  variables 

X,     y,     z,      ... 

deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées,  et  supposons  que  ces  deux  sys- 
tèmes étant,  le  premier  de  l'ordre  a,  le  second  de  V ordre  b,  renferment, 
outre  r unité,  d'une  part,  les  substitutions 

(16)  P„     P„     ...,     P„_„ 
d'' autre  part,  les  substitutions 

(17)  Q,.    Q.,    ....    Q/.-,- 

Si  aucune  des  substitutions  (16)  nest  semblable  à  Vune  des  substitu- 
tions (17),  le  nombre 

Nr=I.?..3.../i 

sera  divisible  par  le  produit  ab. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  entraîne  encore  évidem- 
ment la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV,  —  Soient 

I      P      P  p 

et 

I,     Q,,     Q,,     ...,     Qft_, 

deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées  y  le  premier  de  V  ordre  a,  le 
second  de  l'ordre  b,  formés  Vun  et  l'autre  avec  les  n  variables 
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.SV  le  produit  ab  n  est  pas  un  diviseur  du  nombre 

N  =  1 . 2 . 3 . . .  « , 
alors,  des  substitutions 

P       P  P 

une  ou  plusieurs  seront  semblables  à  une  ou  plusieurs  des  substitutions 

O,,     O,,     ...,     Qô-,. 

Corollaire  I.  —  Soient  maintenant  p  un  nombre  premier,  égal  ou 
inférieur  à  n,  et  //  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  le  produit 

N  =  1 .  2 . 3 . . .  /? . 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  paragraphe  VII  (p.  221),  on  pourra 
former  avec  les  n  variables  x,  y,  ::,  ...  un  système  de  substitutions 
primitives  et  conjuguées  qui  sera  de  l'ordre  p^  \  et  rien  n'empêchera 
de  supposer  que  Ton  prend  ces  mêmes  substitutions  pour  termes  de 
la  suite 

I,      Qn      Q2,       •••,      Qô-i- 

Or,  dans  cette  hypothèse,  b  étant  égal  à  /)^,  le  produit  ab  ne  pourra 
diviser  N  si  a  est  divisibles  par  p;  et,  d'ailleurs,  chacune  des  substi- 
tutions 

Q„     Q,,     ...,     Qi_., 

étant  une  substitution  primitive  dont  l'ordre  sera  représenté  par  l'un 
des  nombres 

aura  pour  dérivées  d'autres  termes  de  la  suite 

I,     Q,,     Q„     ....     Q,_„ 

parmi  lesquels  (voirie  théorème  Vlll  du  paragraphe  VIII)  on  trouvera 
au  moins  une  substitution  régulière  de  l'ordre  p.  Donc,  en  vertu  du 
théorème  IV,  si  l'ordre  a  du  système  de  substitutions 

I      P       P  P 

est  divisible  par  le  nombre    premier/?,   l'une  au  moins  des  substi- 
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tutions 

PI*  P 

sera  régulière  et  de  l'ordre/?. 

Corollaire  II.  —  Si  l'on  représente  par  des  lettres  diverses 

I\    Q,    R,     ... 

les  substitutions  qui,  dans  le  théorème  IV,  sont  désignées  à  l'aide 
d'une  seule  lettre  P  successivement  affectée  des  indices 

I,     2,     3,      . .  .,     a  —  I, 

et  si,  d'ailleurs,  on  nomme  31  Tordre  du  système  des  substitutions 

conjuguées 

I,    P,    Q,    R,     ..., 

alors  la  proposition  établie  dans  le  corollaire  1  sera  réduite  à  celle 
dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  V,  —  Soit  M  l'ordi^e  du  système  des  substitutions  conjuguées 
(i8)  I,     P,     Q,     R,     ... 

formées  avec  les  n  variables  œ,  y^  z,  .  .  . ,  et  nommons  p  un  nombre  pre- 
mier égal  ou  inférieur  à  n.  Si  M  est  divisible  par  jd,  l'une  au  moins  des 

substitutions 

P,    Q,    R,     ... 

sera  une  substitution  régulière  de  V ordre  p. 

Corollaire.  —  Lorsque  le  nombre  premier/)  devient  supérieur  à -» 
une  substitution  régulière  et  de  l'ordre  p,  formée  avec  les  /i  variables 
X,  y,  z,  ...,  ne  peut  être  qu'une  substitution  circulaire.  Donc  le  théo- 
rème VII  entraîne  encore  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VI.  —  Soit  M  V ordre  du  système  des  substitutions  conjuguées 

I,     P,     Q,     R.     ..., 


formées  avec  les  n  variables  œ,  y,  z,  .  .  . ,  et  nommons  p  un  nombre  pre- 
mier égal  ou  inférieur  à  n,  mais  supérieur  à  - .  Si  M  est  divisible  parp, 
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Vnne  au  moins  des  substitutions 

1>,     Q,     R,     ... 

sera  une  substitution  circulaire  de  V ordre  p. 

Pour   montrer  une  application  du  théorème  VI,  supposons  que, 
n  étant  égal  à  5,  les  variables  données  soient 

X,    r,    z-,    u,    V. 

Au  module  5  correspondront,  d'une  part,  les  racines  primitives  i  et  3, 
d'autre  part,  l'indicateur  maximum 

n  —  1=4, 

dont  les  diviseurs 

I,      2,      4 

représenteront  les  divers  indicateurs  correspondants  à  des  bases  quel- 
conques; et  l'on  conclura  du  troisième  des  théorèmes  démontrés  dans 
le  paragraphe  XI,  qu'avec  cinq  variables  on  peut  former  non  seule- 
ment une  substitution  circulaire  du  cinquième  ordre,  mais  encore  un 
système  de  substitutions  conjuguées  dont  l'ordre  soit  représenté  par 

le  produit 

5  X  2  =10, 

ou  par  le  produit 

5  X  4  =  20. 

Ainsi,  en  particulier,  on  pourra  former,  avec  les  cinq  variables  o^,  j, 
::,  u,  r,  le  système  du  vingtième  ordre  que  composent  les  substitutions 
écrites  dans  le  tableau  (27)  de  la  page  273.  Cela  posé,  il  résultera 
immédiatement  du  théorème  VI  que  tout  système  du  dixième  ou  du 
vingtième  ordre,  formé  avec  les  cinq  variables  x,  y,  z,  u,  ç',  com- 
prendra, comme  le  système  dont  il  est  ici  question,  des  substitutions 
régulières  dont  les  ordres  seront  représentés  par  les  facteurs  premiers 
des  nombres  10  et  20,  c'est-à-dire  des  substitutions  circulaires  du 
cinquième  ordre  et  des  substitutions  régulières  du  deuxième  ordre. 
D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  VI  (théorème  II), l'ordre  M 
d'un  système  de  substitutions  conjuguées 

1,    P,    Q,    R,     ... 

Œuvres  de  C.  —  S.  II.  t.  \I1I.  36 
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est  divisible  par  l'ordre  de  chacune  des  substitutions  P,  Q,  R,  . . . ,  et 
en  conséquence  par  a,  si  a  représente  l'ordre  de  la  substitution  P.  La 
proposition  réciproque  se  vérifie,  en  vertu  du  théorème  VI,  quand  a 
est  un  diviseur  premier  de  M,  c'est-à-dire  qu'alors  un  système  de  sub- 
stitutions conjuguées  ne  peut  être  de  l'ordre  M  sans  renfermer  au 
moins  une  substitution  de  l'ordre  a.  Mais  on  ne  devrait  plus  en  dire 
autant  si,  l'ordre  M  du  système  n'étant  pas  un  nombre  premier, 
a  représentait  un  diviseur  non  premier  de  M,  par  exemple  le  nombre  M 
lui-même.  Alors,  en  effet,  il  pourrait  arriver  que  le  système  ne  ren- 
fermât aucune  substitution  de  l'ordre  a.  Ainsi,  en  particulier,  si  l'on 
pose 

P={x,y){z,  u),  Q={jc.z)(j;  a),  R  =  PQ  =  QP, 

les  quatre  substitutions 

I,    P,    Q,    R 

formeront,  comme  on  l'a  déjà  remarqué  dans  le  paragraphe  VII,  un 
système  de  substitutions  conjuguées;  et  ce  système  du  quatrième 
ordre  ne  renfermera  pourtant  point  de  substitutions  du  quatrième 
ordre,  mais  seulement  trois  substitutions  régulières  du  deuxième 
ordre,  attendu  que  P,  Q,  R  se  réduiront  à 
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LES  ANGLES  FORMÉS  PAR  DEUX  DROITES 

ET   SUR 
LA   ROTATION   D'UNE   DROITE    MOBILE  DANS  L'ESPACE 


Nous  allons,  dans  ce  Mémoire,  réunir  diverses  formules  de  Géomé- 
trie analytique,  à  l'aide  desquelles  nous  rechercherons  plus  tard  les 
propriétés  de  deux  systèmes  de  courbes  tracées  sur  une  même  sur- 
face. 

L  —  Sur  les  lignes  qui  divisent  en  parties  égales 
les  angles  formés  par  deux  droites. 

Considérons  d'abord  deux  droites  qui,  partant  d'un  même  point  0, 
se  prolongent  indéfiniment  dans  des  directions  déterminées  OA,  OB. 
Supposons  d'ailleurs  que,  le  point  0  étant  pris  pour  origine  des  coor- 
données, tous  les  points  de  l'espace  soient  rapportés  à  trois  axes  rec- 
tangulaires de  X,  y,  z\  et  que  les  cosinus  des  angles  formés  par  les 
deux  droites  OA,  OB,  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  positives,  soient 

désignés, 

pour  la  première  droite,  par     a  ,  S  ,  y  ; 

pour  la  seconde  droite,  par       a,,  |3,,  y,. 

Si,  à  partir  du  point  0,  on  porte  sur  les  deux  droites  données  des  lon- 
gueurs OA,  OB,  dont  chacune  soit  représentée  par  l'unité;  alors  a,  (3, 
Y  seront  précisément  les  coordonnées  du  point  A,  et  a  ,  p  ,  y^  les  coor- 
données du  point  B.  Par  suite,  les  différences 
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représenteront  précisément  les  projections  algébriques  de  la  lon- 
gueur AB  comptée  à  partir  du  point  A.  Ajoutons  que,  si  l'on  désigne 
par  G  le  milieu  de  AB,  les  demi-sommes 

a^^  (X       ,3,  +  (3       V,  +  y 


2 


représenteront  les  projections  algébriques  de  la  droite  OC,  comptées  à 
partir  du  point  0.  D'autre  part,  si  l'on  nomme  o  l'angle  aigu  ou  obtus, 
mais  inférieur  à  deux  droits,  qui  se  trouve  compris  entre  les  direc- 
tions OA,  OB,  l'angle  ^o  sera  aigu,  et  l'on  aura  évidemment 

OC  =  cos     ,  ABr=2sin-. 

•^  2 

Enfin,  pour  obtenir  le  cosinus  de  l'angle  que  forme  avec  le  demi-axe 
des  ^,  7  ou  :;  positives  une  droite  prolongée  dans  une  certaine  direc- 
tion, il  suffit  de  diviser  la  projection  algébrique  d'une  longueur 
mesurée  dans  cette  direction  par  cette  longueur  même.  Donc,  pour 
obtenir  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  direction  AB  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives,  il  suffira  de  diviser  les  diffé- 
rences 

a,- a.     f3,-3,     y -y 

par  2sin-;  et  si  1  on  nomme  A,  a,  v  ces  trois  cosinus,  on  aura 

.       0  '  .0  .0 

2  sin  -  2  sin  -  2  sin  - 

2  2  2 

Au  contraire,  pour  obtenir  les  cosinus  X,,  [j.^,  v^  des  angles  formés  par 
la  direction  OC  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  il  suffira 
de  diviser  les  trois  demi-sommes 

a.,+  ly.       (3,+  [3       y,  H-  y 


par  cos-  .  en  sorte  qu  on  aura  encore 

(2)                                    \=-^—^^              ^'--^'  ''=^^ 

2  COS  -                              2  COS  -  2  COS  - 

2                                            2  2 
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Observons  au  reste  que  la  direction  OC  est  précisément  celle  de  la 
ligne  qui  divise  en  parties  égales  l'angle  o  compris  entre  les  direc- 
tions OA,  OB.  Quant  à  la  direction  AB,  elle  est  évidemment  parallèle 
à  celle  d'une  ligne  qui  diviserait  en  parties  égales,  non  plus  l'angle  o 
compris  entre  les  droites  données,  mais  l'angle  r.  —  o  compris  entre 
l'une  de  ces  droites  et  le  prolongement  de  l'autre. 

Ainsi,  en  définitive,  les  valeurs  de  X^,  p. ,  v^  déterminées  par  les  for- 
mules (2),  et  les  valeurs  de  X,  [j.,  v  déterminées  par  les  formules  (i), 
représentent  les  cosinus  des  angles  formés,  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  par  deux  lignes  qui  divisent  en  parties  égales 
les  angles  â  et  it  —  0  compris  entre  les  deux  droites  données,  ou  entre 
l'une  de  ces  droites  et  le  prolongement  de  l'autre. 

Supposons  maintenant  que  a,  j3,  y  et  a  ,  j3,,  y^  représentent  les 
cosinus  des  angles  formés  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  positives, 
non  plus  par  deux  droites  qui  partent  de  l'origine  des  coordonnées, 
mais  par  deux  droites  dirigées  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace.  Alors  ce  qu'on  nommera  Vangle  des  deux  droites  ne  sera 
autre  chose  que  l'angle  0  compris  entre  deux  droites  parallèles  par- 
tant d'un  même  point;  et,  si  l'on  désigne  toujours  par  X^,  [j.^,  v^  ou 
par  X,  [A,  vies  cosinus  des  angles  formés,  avec  les  demi-axes  des^,  j, 
z  positives,  par  les  lignes  qui  diviseront  en  parties  égales  l'angle  0  ou 
son  supplément,  les  formules  (i)  et  (2)  continueront  de  subsister. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  équations  (i)  peuvent  être  remplacées 
par  la  seule  formule 

i'i\                                       .    ô   •    a,— a        [3,— i3        y,— y 
(  0  )  2  sin  -  =  -^ —  :^  — —  '  ' —  ' 


et  les  équations  (2)  par  la  seule  formule 

è       a,+  a (3,+  (3 


(4) 


2  cos 


y, 


l^r 


D'ailleurs  les  cosinus  a,  3,  y  des  trois  angles  formés  par  une  même 
droite  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  supposés  rectangulaires,  vérifie- 
ront toujours  la  condition 

(5)  oL^+^'-+y'-  =  i, 
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et  l'on  aura  pareillement 

(6)  y:;+^J-\-yJ=i. 

On  trouvera  de  même 

(7)  };i+fx^-_l-v'=i 

et 

(8)  Xf+fxf  +  V,^=:l. 

Enfin,  Ton  aura,  d'une  part, 

sinô  =  2  sin  -  cos  -> 

2  2 

et,  d'autre  part, 

cos  0  ::=  COS" Slll"  -  • 

2  2 

Cela  posé,  on  tirera  des  formules  (3)  et  (4),  non  seulement 


et,  par  suite, 

(9)  XX,+  ]Lt|H^H- vv,=  o, 


mais  encore 


(10) 


•  ,  0 

sin-  - 

2 

„  ô 
cos-  - 

2 


(«, 

-a)' 

+  (P, 

-^Y 

+  (/,- 

-7)^ 

(«, 

+  ay- 

+  (f3, 

f 
4 

+  (-/,+  yr- 

et,  par  suite, 

(11)  cosô  =  aa,+ j5j3,+ yy,. 

La  formule  (11),  bien  connue  depuis  longtemps,  est  celle  qui  sert  à 
exprimer  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  deux  droites  en  fonction 
des  cosinus  des  angles  que  forment  ces  deux  droites  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives,  supposés  rectangulaires.  Quant  à  la  for- 
mule (9),  elle  exprime  simplement  que  les  deux  lignes  qui  divisent 
les  quatre  angles  formés  par  deux  droites  en  parties  égales  sont  per- 
pendiculaires entre  elles. 

Les  valeurs  de  sin  -  et  de  cos-.  tirées  des  équations  (10),  sont  res- 
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(ri) 


j  sin^  =  lv(«,_a)^+(^,-(3r-+(y,-yr-, 


0 
cos  - 


V/'(a,+  ocy-h  ([3,+  ^r-h  (y,+  yY 


Si  l'on  substitue  ces  mêmes  valeurs  dans  les  formules  (3)  et  (4),  on 
trouvera 


(.3) 

(i4) 


_     H- 


a- a        (3,-ji        y -y        ^1  (^^l,^  <xY+ {i^- (^f -\- {y  ~  y\ 
À,       \i.,      V,       I 


a. 


Lorsque  les  valeurs  de  a,  [3,  y,  a  ,  J3,  y^  seront  données,  celles  de  a, 
[i.,  V,  X  ,  [j. ,  v^  se  déduiront  immédiatement  des  formules  (i3)  et  (i4)' 
Si  les  deux  droites  données  représentent  une  droite  mobile  consi- 
dérée successivement  dans  deux  positions  diverses,  alors,  en  dési- 
gnant par  Aa,  A,3,  Ay  les  accroissements  que  prendront  les  cosinus  a, 
|3,  y  quand  on  passera  de  la  première  position  à  la  seconde,  on  aura 

a,=  a  +  A3c,         [3,=  [3  +  A[3,         y,=  y  +  Ay, 
et,  par  suite,  la  formule  (i3)  donnera  simplement 

(,5)  *"  ^  ^  =  '^   =  ' 

Aa        A|3        A-/       v/(Aa)-+(AP)-^+(Ay)'-'' 

tandis  que  la  première  des  formules  (12)  donnera 
(16)  sin  -  =  ly/(Aa)-+  (A(3)"+  (Ay)-. 


IL  —  Sur  la  rotation  d'une  droite  mobile  dans  l'espace. 

Concevons  qu'une  droite  se  meuve  dans  l'espace  de  manière  que  sa 
position  et  sa  direction  varient,  par  degrés  insensibles,  avec  la  valeur 
d'une  certaine  variable  indépendante,  qui  sera  désignée  par  /;  et  sup- 
posons d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  que  cette  droite  mobile  ait 
constamment  pour  origine  un  certain  point  fixe  0.  Concevons  encore 
que,  <e  point  fixe  étant  pris  pour  origine  des  coordonnées,  on  rapporte 
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tous  les  points  de  l'espace  à  trois  axes  rectangulaires  des  œ,  y,  z. 
Enfin,  considérons  deux  directions  distinctes  et  successives  de  la 
droite  mobile.  Si  l'on  nomme  a,  ,3,  y  les  cosinus  des  angles  que  forme, 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  la  première  de  ces  deux 
directions,  et  si  l'on  indique,  a  l'aide  de  la  caractéristique  A,  l'accrois- 
sement que  prend  une  fonction  quelconque  de  la  variable  indépen- 
dante, tandis  que  la  droite  mobile  passe  de  la  première  direction  à  la 
seconde,  l'angle  o  compris  entre  les  deux  directions  sera  déterminé 
par  l'équation  (i6)  du  paragraphe  l,  c'est-à-dire  par  la  formule 

et  cet  angle  représentera  ce  qu'on  peut  appeler  la  rotation  de  la  droite 
mobile^  dans  le  passage  d'une  direction  à  l'autre.  Soient  d'ailleurs  (3A, 
OB  deux  longueurs  égales  à  l'unité,  qui  se  mesurent,  à  partir  de  l'ori- 
gine 0  des  coordonnées,  sur  les  deux  directions  successives  de  la 
droite  mobile,  et  nommons  X,  a,  v  les  cosinus  des  angles  formés,  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  par  la  droite  AB  comptée  à 
partir  du  point  A.  On  aura  encore,  en  vertu  de  la  formule  (i5)  du 
paragraphe  I, 

}.     _     |J!.     _     V I 

^^^  Â^  ^  Â^  ""  Â^  ~  V''(Aa)-+  (A[3)2+  (A/)-' 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(3)  ^  _  Ag  _  Ay  ^  v'(Aar+iA;3r+(Ayn 

et  si  l'on  divise  les  deux  membres  de  l'équation  (3)  par  l'accroisse- 
ment A^  de  la  variable  indépendante  t,  on  trouvera 


I  Aa_  I  A^_i  A^_    //Aay       /Agy       /A;/ 

Si  au  contraire  on  divise  par  A/  les  deux  membres  de  l'équation  (i), 
celle  qu'on  obtiendra  pourra  être  présentée  sous  la  forme  suivante  : 
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Concevons  maintenant  que  l'accroissement  It  de  la  variable  indé- 
pendante devienne  infiniment  petit;  l'angle  o  deviendra  lui-même 
infiniment  petit,  aussi  bien  que  les  accroissements  Aa,  Ap,  Ay  des 
variables  a,  |3,  y  :  alors,  tandis  que  Ai  décroîtra  indéfiniment,  la  frac- 
tion j-^  c'est-à-dire  le  rapport  entre  l'angle  o  et  l'accroissement  de  la 
variable  indépendante,  convergera  vers  une  certaine  limite  que  nous 
nommerons  le  module  de  rotation  de  la  droite  mobile.  En  désignant 
par  '<t  cette  limite,  et  en  observant  que,  pour  des  valeurs  infiniment 
petites  de  A^  les  rapports 

2°  Aa       A^       A/ 

.     I  J     "A/'     Â7'     Â7 
sin  -  0 

convergent  eux-mêmes  vers  les  limites 

I,     D^a,     D,(3,     Dr/. 

on  tirera  de  la  formule  (5) 


(6)  8  =  v/(D/a)--=4-(D,(3)--+(Dr/r-. 

De  plus,  quand  \t  deviendra  infiniment  petit,  la  formule  (4)  donnera 
évidemment 

/.  y-  V 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(8)  '-D,a=  -D,,5=  -!),-/  =  «; 

et  l'on  en  conclura 

\),y.  yhp  Dr/ 

Mais  alors  aussi,  l'angle  o  étant  inliniment  petit,  les  deux  autres  angles 
du  triangle  isocèle  OAB  seront  sensiblement  droits,  et,  par  suite,  la 
base  AH  de  ce  triangle  sera  sensiblement  perpendiculaire  à  chacun 
des  côtés  ()A,  OB.  H  y  a  plus  :  les  droites  OA,  OB  étant  deux  arêtes  du 

Œuvres  de  C.  —  S.  II.  I.  Xlll.  3- 
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cône  qui  a  pour  sommet  le  point  0  et  pour  génératrice  la  droite 
mobile,  le  plan  qui  renfermera  ces  deux  arêtes  se  rapprochera  indéfi- 
niment, pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  o,  du  plan  qui  touchera 
le  cône  suivant  l'arête  OA.  Gela  posé,  les  valeurs  de  X,  a,  v,  détermi- 
nées par  les  équations  (9),  exprimeront  évidemment  les  cosinus  des 
angles  formés,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  par  une 
perpendiculaire  menée  à  la  droite  mobile  dans  le  plan  tangent  au  cône 
qu'elle  décrit,  cette  perpendiculaire  étant  d'ailleurs  dirigée  dans  le 
sens  qu'indique  le  mouvement  de  rotation  de  la  génératrice  du  cône. 
Nous  représenterons  généralement  le  module  de  rotation  y.  par  une 
longueur  mesurée  sur  la  perpendiculaire  dont  il  s'agit,  et  dirigée  dans 
le  même  sens  qu'elle.  Dès  lors  les  projections  algébriques  de  ce 
module  sur  les  axes  des  x^  y,  z  seront  évidemment  exprimées  par  les 
trois  produits 

«À.      »;j.,      av. 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  forniules  (9),  par  les  trois 

dérivées 

D,a,     \)r^,    Dr/. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  droite  mobile  OA  passait  cons- 
tamment par  un  point  fixe  0.  Si  cette  condition  n'était  pas  remplie,  on 
pourrait  imaginer  une  seconde  droite  qui,  partant  d'un  point  fixe  de 
l'espace,  resterait  constamment  parallèle  à  la  droite  mobile  OA,  et  le 
module  de  rotation  de  cette  seconde  droite,  transporté  parallèlement  à 
lui-même,  de  manière  à  offrir  pour  première  extrémité  un  point  de  la 
droite  mobile,  serait  ce  que  nous  appellerions  le  module  de  rotation  de 
cette  dernière.  Ainsi  défini,  le  module  de  rotation  de  la  droite  mobile 
se  confond  avec  la  limite  du  rapport  qu'on  obtient  quand  on  divise 
l'angle  infiniment  petit  compris  entre  deux  directions  de  cette  droite, 
successivement  considérée  dans  deux  positions  infiniment  voisines, 
par  l'accroissement  qu'acquiert  la  variable  indépendante,  tandis  que 
l'on  passe  de  la  première  direction  à  la  seconde.  Ajoutons  que  ce 
même  module  se  mesure  sur  une  perpendiculaire  menée  à  la  première 
direction  dans  le  plan  qui  la  renferme,  et  qui  est  parallèle  à  la  seconde 
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direction,  ou  plutôt  sur  le  demi-axe  dont  s'approche  infiniment  cette 
perpendiculaire,  prolongée  à  partir  d'un  point  situé  sur  la  direction 
de  la  droite  mobile,  dans  le  sens  indiqué  par  le  mouvement  de  rotation 
de  cette  droite.  Gela  posé,  soient  toujours  : 

t  la  variable  indépendante  ; 

a,  p,  y  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  droite  mobile  OA  avec  les 

demi-axes  des  x,  y,  z  positives  ; 
y,  le  module  de  rotation  de  la  droite  mobile; 
A,  a,  V  les  cosinus  des  angles  formés  par  le  module  de  rotation  y.  avec 

les  demi-axes  des  x,  y,  z  positives. 

Les  quantités  ^,  a,  ;j.,  v  se  trouveront  généralement  liées  aux 
cosinus  a,  [3,  y  par  les  formules  (G),  (9);  et,  en  conséquence,  les  pro- 
jections algébriques  du  module  y,  seront  exprimées  par  les  trois  pro- 
duits 


(10) 


8/.: 


D^a,         «/j.  r=D,(3,         8v=^Dr/. 


Il  est  bon  d'observer  que  les  cosinus  a,  (3,  y  des  trois  angles  formés 
par  la  droite  mobile,  avec  les  den)i-axes  des  coordonnées  positives, 
vérifient  Téquation  de  condition 

(11)  •  a-+ 13-+ y-=ri. 

Or,  de  cette  équation,  dilîerentiée  par  rapport  à  t,  on  tire 

3c  D,  a  +  (3  D,;3  +  y  Dr/ =  o, 

et  par  suite,  eu  égard  aux  formules  (10), 

(1?.)  a>.  +  |3]Ji.  +  yv  =  (). 

Le  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir  pouvait  être  aisément 
prévu,  car  l'équation  (11)  exprime  simplement  que  la  direction  du 
module  «  est  perpendiculaire  à  celle  de  la  droite  mobile. 

Quel  que  soit,  sur  une  droite  mobile,  le  point  à  partir  duquel  se 
mesure  le  module  de  rotation  de  cette  droite,  il  est  clair  que  la  direc- 
tion de  ce  module  variera  généralement,  comme  la  direction  de  la 
droite  elle-même,  avec  la  variable  indépendante  t.  On  pourra  donc 
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rechercher  non  seulement  le  module  de  rotation  y.  de  la  droite  mobile, 
mais  encore  le  module  de  rotation  'j  du  module  '<^,  puis  le  module  de 
rotation  du  module  j,  ....  On  trouvera  ainsi  successivement  ce  que 
nous  appellerons  les  modules  de  rotation  des  duers  ordres  de  la  droite 
mobile,  le  module  du  module  étant  désigné  sous  le  nom  de  module  du 
second  ordre,  tout  comme  la  différentielle  de  la  difterentielle  d'une 
fonction  quelconque  est  désignée  sous  le  nom  de  différentielle  du 
second  ordre.  Si  d'ailleurs  on  représente  par 

les  cosinus  des  angles  que  formera  le  module  du  second  ordre  u,  ou 
plutôt  la  direction  de  ce  module,  avec  les  demi-axes  des^,  j,  :;  posi- 
tives, les  quantités 

"^'    ?^    z-    4^ 

auront  évidemment,  avec  les  cosinus  a,  ;j.,  v,  des  relations  semblables 
à  celles  que  les  formules  (6)  et  (9)  établissent  entre  les  quantités 

et  les  cosinus  a,  j3,  y.  Donc  le  module  du  second  ordre  'j,  et  les 
cosinus  cp,  /,  vp  des  angles  qui  déterminent  la  direction  de  ce  module, 
se  déduiront  des  cosinus  X,  jjl,  v,  à  l'aide  des  équations 

(i3)  t>=:v^(D^>^)^+(D,^)'-+(D,v)S 

(i4)  yu  —  \it\  y-/  =  D<p.,  -ji];  =  DiV. 

De  plus,  aux  formules  (11)  et  (12)  on  pourra  joindre  les  formules 
semblables 

(i5)  /.^4-]ui-+y-=i, 

(16)  }.(p  _|_  |ji.y  +  v,^  —  o,        . 

dont  la  seconde  exprime  que  les  directions  sur  lesquelles  se  mesurent 
les  modules  du  premier  et  du  second  ordre  sont  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre.  On  obtiendra  des  résultats  du  même  genre,  en  considé- 
rant les  modules  de  rotation  des  ordres  supérieurs  au  second.  Ajou- 
tons que  des  équations  (12),  (16),  dilïérentiées  par  rapport  à  7,  on 
déduira  des  formules  nouvelles.  Ainsi,  en  particulier,  la  formule  (12') 
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donnera 

IDty.  -+-  jutD,j3  +  vDr/  +  xl^tl  +  (3D,/ji  +  -/D/v  =  o. 

Mais,  des  formules  (lo)  jointes  à  l'équation  (i5),  on  tirera 
On  aura  donc  encore 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(17)  8  =  -(aD,}. +  [3D,jjL  +  yD,v), 

puis  on  tirera  de  l'équation  (17),  jointe  aux  formules  (i4)> 

«  =r  —  u  (  ao  +  ^7  +  yh). 

D'ailleurs  le  trinôme 

représente  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  la  droite  mobile  avec  la 
direction  du  module  u.  Donc,  si  l'on  désigne  par  w  une  longueur 

mesurée  dans  la  direction  de  la  droite  mobile,  et  par  [co,  'jj  l'angle 
compris  entre  cette  direction  et  celle  du  module  u,  on  aura 

(i8j  «9  + j3x  +  >/6  =  cos(,ro,  uj, 

et,  par  suite, 

(  ^) 

(19)  «= — 0  cosU,). 'j/. 

(-ette    dernière  équation  fournit  immédiatement  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  I.  —  Le  module  de  rotation  du  premier  ordre  d'une  droite 
mobile  est  numériquement  égal  au  module  de  rotation  du  second  ordre ^ 
projeté  sur  cette  droite.  Mais  la  droite  mobile  et  son  module  de  rotation 
du  second  ordre ^  projeté  sur  elle-même^  sont  dirigés  en  sens  inverse. 

Soient  maintenant 

a,    b,    c 
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les  cosinus  des  angles  formés,  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  posi- 
tives, par  une  perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  à  la  fois  la  droite 
mobile  et  son  module  de  rotation  y.  du  premier  ordre.  On  aura  non  seu- 
lement 

(20)  art  H- (3^ -4- y  r  =  0, 

mais  encore 

(il)  Art  + /J./y -t- vr  =:=  o, 

et,  par  suite, 

abc 

(22) 


(3v  —  y/j.        y'k  —  y.v        y.y.  —  [3X 

Comme  on  aura  d'ailleurs 

(23)  rt--f- //-H-r-=i, 

et,  en  vertu  des  équations  (11),  (12),  (10), 

(|3y  —  yiJ-Y+  (y>.  —  av)-^+  {a^i  —  j3/.)- 
=  {a--h  [32  +  y'- )  ( )}  +  fji-  +  V-,)  —  ( a/.  +  [3^  -f-  vv )-  =  I , 

on  tirera  de  la  formule  (22) 

/       /  X  ^'  ^^  '' 


jSv  —  y\x        y\  —  y:j        a,a  —  [3/, 

La  formule  (24)  fournira,  pour  «,  b,  c,  deux  systèmes  de  valeurs  cor- 
respondants aux  deux  directions,  opposées  l'une  à  l'autre,  suivant  les- 
quelles peut  se  prolonger  une  droite  perpendiculaire  au  plan  qui  ren- 
ferme à  la  fois  la  droite  mobile  et  le  module  x.  Si  entre  ces  deux 
directions  on  choisit  celle  qui  réduit  le  double  signe  ±  au  signe  -f-, 
dans  le  second  membre  de  la  formule  (24),  on  aura  simplement 

,    t,  rt  b  c 

/  03  )  —  . — —  I 

j3v  —  y,u        y}.  —  av~  y{x  —  ^l~    ' 

et,  par  suite, 

(26)  a  =  ^v  —  y/j.,  b  z=  y}.  —  av,  {■  =  yp.  —  j3}.. 

Concevons  à  présent  que  la  droite  mobile  qui  formait,  avec  les  demi- 
axes  des  œ,  j,  2  positives,  des  angles  dont  les  cosinus  étaient  a,  p,  y, 
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soit  remplacée  par  une  nouvelle  droite,  savoir,  par  celle  qui  forme, 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  des  angles  dont  les 
cosinus  (i.  A,  c  se  déduisent  des  équations  (2G).  Nommons  0  le  module 
de  rotation  de  cette  nouvelle  droite,  et  /,  m,  n  les  cosinus  des  angles 
formés  par  la  direction  de  ce  module  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z 
positives.  Des  relations  semblables  à  celles  que  les  formules  (6)  et  (10) 
établissaient  entre  les  quantités 

Cf.,      |3.      •/  cl  «,      À,      /J-,      V 

subsisteront  encore  évidemment  entre  les  quantités 

«,     />,     c        et        9,     /,     ///,     //. 

Donc  le  module  6  et  les  cosinus  /,  m,  n  se  déduiront  des  cosinus  a,  h,  c 
à  l'aide  des  formules 


(27)  0=^{\)iaY+{\\hy-+{\}tc)\ 

(28)  OI  =  \),a,         Bw=Dtl>,         On  =  DrC. 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  aux  formules  (10),  on  tirera  des  équa- 
tions (26) 

(■>9)       D,rt  =  [3D,v  — yD,y..  n,h  =  yT),l        y.Dr^.  D>r  =  y.]),u  — '^D,!. 

et,  par  suite, 

(3o)  aD,r7  + (3D,/v  +  -/D,r  — o, 

ce  que  l'on  pourrait  aussi  conclure  de  l'équation  (20),  différentiée  par 
rapport  à  t  et  combinée  avec  les  formules  (10)  et  (26).  De  plus,  l'équa- 
tion (23),  dilférentiée  par  rapport  à  t,  donnera 

(3i)  aD,n  -^  bDib  -i-  rDic  =  o\ 

et  des  formules  (3o),  (3 1),  jointes  aux  équations  (28),  on  tirera 

I   a/  +  h/n  -+-  en  =  o. 

Or,  pour  obtenir  les  équations  (32),  qui  sont  linéaires  par  rapport  à  /, 
m,  n,  il  suffit  évidemment  de  remplacer,  dans  les  équations  {i-i) 
et  (21),  X  par  /,  a  par  m,  v  par  n.  Donc  les  valeurs  des  rapports  y  >  j> 
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tirées  des  formules  (3-2),  seront  respectivement  égales  aux  valeurs  des 
rapports  y,  y  tirées  des  formules  (12)  et  (19),  et  l'on  aura 


/n 

7' 

V            71 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(33) 

/_ 

m        ?i  ^ 

puis,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i 5)  et  à  la  suivante, 

(34)  /-+ m-+ /«-=ri, 
on  conclura  de  la  formule  (33) 

(35)  ~  =  —  =z  —  ^±1. 

y     F-      '^ 

Donc  la  direction,  sur  laquelle  se  mesurera  le  module  de  rotation  6, 
ne  pourra  être  que  la  direction  sur  laquelle  se  mesurait  déjà  le  module 
de  rotation  «,  ou  la  direction  opposée.  On  arriverait  encore,  sans 
calcul,  aux  mêmes  conclusions,  en  se  bornant  à  comparer  les  for- 
mules (32)  aux  formules  (12)  et  (21),  et  en  observant  que  ces  for- 
mules fournissent,  pour  direction  du  module  0  ou  du  module  <i,  celle 
d'une  perpendiculaire  aux  deux  droites  qui  forment,  avec  les  demi- 
axes  des  ^,  y,  z  positives,  des  angles  dont  les  cosinus  sont,  d'une 
part,  a,  3,  y,  et,  d'autre  part,  a,  h,  c.  D'ailleurs,  rien  ne  détermine 
a  priori  \e  signe  qui  doit  précéder  Punité  dans  le  dernier  membre  de 
la  formule  (35).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Si,  après  ai oir  construit  le  module  de  rotations,  d'une 
droite  mobile,  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  à  la 
fois  ce  module  et  la  droite  elle-même,  le  module  de  rotation  0  de  cette 
perpendiculaire  et  le  module  de  rotation  y.  de  la  droite  mobile  se  mesure- 
ront sur  un  même  axe;  mais  ils  pourront  offrir  ou  une  direction  unique, 
ou  des  directions  opposées. 

Revenons  maintenant  aux  formules  (29).  De  ces  formules,  jointes 
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aux  équations  (14)  et  (28),  on  tirera 

(;-}6)         5/  =  u(f3^|>  — y/),         ^vm  =  u(-/9  —  a'|),         '9/?  =  ufac/ —  (3cp), 

et  par  suite,  eu  égard  à  la  formule  (34), 

y-  —  V- [  (  fS'i/  --  '/■/_)-  +  (  yo  —  a^;  )-  +  ( a-/  —  So  )-  |, 

ou,  ce  qui  revient  au  mèine, 

(87)  0  —  v\'(^'l>  —  T/S'  ^  (79^^  a4>j-+  (a-/  --  ,39)-. 

Mais,  d'autre  part,  en  ayant  égard  aux  formules  (i  i),  (18)  et  à  l'équa- 
tion 

(38)  cpM-7;-+4/-=:i. 


on  trouvera 


(j3vL  -  7x^'+  iy?  -  3(d.)^+  («x  —  (3?)"" 

=  (a=+  {3-+  y-)  (  O'-h  X'+  d/-)  —  (acp  +  [Sy^  H-  y(];)- 


=  I  —  COS-\(»),  Vj 


Donc  la  formule  (37)  donnera 
(39)  ^^  = 


u  sin  \oj,  Li 


Mais'j  sini^w, 'jj  représentera  évidemment  le  module  du  second  ordre -j 
projeté  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  droite  mobile. 
Donc  la  formule  (39)  entraînera  immédiatement  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  IIL  —  .SV,  après  asoir  construit  les  deux  premiers  modules  de 
rotation  dune  droite  mobile,  c  est-à-dire  les  modules  de  rotation  du  pre- 
mier et  du  second  ordre  y,  et  'j,  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  qui 
renferme  à  la  fois  ce  module  et  la  droite  elle-même,  le  module  de  T'otation 
de  cette  perpendiculaire  se  déduira  aisément  du  module  du  second  ordre 'j , 
et  sera  numériquement  égal  à  la  projection  de  ce  module  sur  un  plan 
perpendiculaire  ii  la  droite. 

En  ayant  égard  à  l'équation  identique 


Œuvres  de  C. 


COS' 


S.  II.  t.  XIII. 
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on  tire  immédiatement  des  formules  (^19)  et  (ic)^ 

(4o)  8M-6-=u-. 

On  arriverait  aussi  à  la  même  conclusion,  en  observant  que  l'on  tire 
des  formules  (28)  et  (29) 

et  de  cette  dernière,  jointe  aux  formules  (i  i),  (17)  et  (i4)» 

X--I-  5-=  (  D/>.)-+  (D/ja)-+  (D/vr-=-j-. 

On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  6V,  après  avoir  construit  les  deux  premiers  modules  de 
rotation  dUine  droite  mobile,  c^ est-à-dire  les  modules  du  premier  et  du 
second  ordre  y,  et  'j,  on  élève  une  peipendiculaire  au  plan  qui  renferme  à 
la  fois  le  module  du  premier  ordre  y,  et  la  droite  elle-même,  le  module  de 
rotation  0  de  cette  perpendiculaire  offrira  un  carré  6%  qui,  étant  ajouté 
au  carré  y}  du  module  du  premier  ordre  y,  donnera  pour  somme  le  carré  'S^ 
du  module  du  second  ordre  u. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  point  spécifié  la  nature  de  la  variable  indé- 
pendante t.  Dans  le  cas  particulier  où  cette  variable  représente  le 
temps,  et  où  la  droite  mobile  OA  passe  par  un  point  fixe  0,  le 
module  y,  c'est-à-dire  le  module  de  rotation  du  premier  ordre  de  la 
droite  OA,  n'est  évidemment  autre  chose  que  la  vitesse  du  point  A 
situé  sur  la  droite  mobile  à  l'unité  de  distance  du  point  fixe.  Donc 
alors  le  module  de  rotation  y  se  réduit  à  ce  qu'on  doit  appeler  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  de  la  droite  mobile.  Alors  aussi,  pour  établir 
directement  les  formules  (10),  il  suffit  d'observer  que,  le  point  0  étant 
pris  pour  origine, 

y.     (5,     -/         et         D,a,     D,;3,     D,y 

représenteront,  d'une  part,  les  coordonnées  du  point  A,  et,  d'autre 
part,  les  projections  algébriques  de  la  vitesse  de  ce  même  point,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  les  projections  algébriques  de  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  de  la  droite  OA. 
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Si,  le  temps  t  étant  toujours  pris  pour  variable  indépendante,  la 
droite  mobile  OA  se  meut  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace, 
en  changeant  de  position  et  de  direction  par  degrés  insensibles,  mais 
sans  être  assujettie  à  passer  constamment  par  le  même  point  fixe  0, 
la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  cette  droite  ne  sera  autre  chose  que 
la  vitesse  angulaire  de  rotation  d'une  droite  parallèle,  par  conséquent 
d'une  droite  qui  formera  les  mêmes  angles  avec  les  axes  coordonnés. 
Donc,  si  Ton  nomme  toujours  a,  p,  y  les  cosinus  des  trois  angles 
formés  par  la  droite  mobile  avec  les  demi-axes  des  a",  j,  ^  positives, 
la  vitesse  angulaire  >;  de  cette  droite  oll'rira  encore  des  projections 
algébriques  représentées  par  les  trois  dérivées 

D,a,    D,(3,     Dr/, 

et  ces  trois  dérivées  seront  encore  liées  à  la  vitesse  angulaire  et  aux 
cosinus  À,  [J.,  V  des  angles  que  formera  la  direction  de  la  vitesse  y.,  avec 
les  demi-axes  des  x,y,  z  positives,  par  les  équations  (9). 

111.  —  Modules  de  rotation  d'une  droite  mobile  qui  s'appuie  constamment 

sur  une  courbe  donnée. 

Supposons  qu'une  droite  mobile  s'appuie  constamment  sur  une 
courbe  dont  les  coordonnées,  relatives  à  trois  axes  rectangulaires, 
soient  représentées  par 

Nommons  s  Tare  de  cette  courbe,  compté  positivement  dans  un  cer- 
tain sens,  et  aboutissant  au  point  {x,  y,  z).  Prenons  cet  arc  pour 
variable  indépendante,  et  soient 

oc,     p.     y 

les  fonctions  de  s  qui  représentent  les  cosinus  des  angles  formés,  par 
la  droite  mobile  prolongée  dans  une  certaine  direction,  avec  les  demi- 
axes  des  Xy  y,  z  positives.  Enfin,  Is  étant  un  très  petit  accroissement 
attribué  à  l'arc  .y,  nommons  0  l'angle  infiniment  petit  que  décrit  la 
droite  mobile  tandis  que  son  point  d'appui  sur  la  courbe  donnée  par- 
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court  l'arc  infiniment  petit  As;  en  sorte  que  c  désigne  l'angle  compris 
entre  les  deux  directions  extrêmes  de  la  droite  mobile  correspon- 
dantes aux  deux  extrémités  de  l'arc  As.  Si  par  la  première  de  ces  deux 
directions  on  fait  passer  un  plan  parallèle  à  la  seconde,  et  si,  dans  ce 
plan,  on  porte  une  longueur  numériquement  représentée  par  le  rap- 
port ^5  sur  une  perpendiculaire  à  la  première  direction,  cette  perpen- 
diculaire étant  prolongée  dans  le  sens  indiqué  par  le  mouvement  de 
rotation  de  la  droite  mobile  OA;  le  rapport  dont  il  s'agit,  ou  plutôt  la 
limite  y.  vers  laquelle  convergera  ce  rapport,  tandis  que  l'arc  élémen- 
taire A^  deviendra  do  plus  en  plus  petit,  représentera,  en  grandeur  et 
en  direction,  d'après  les  définitions  adoptées  dans  le  paragraphe  II,  ce 
qu'on  devra  nommer  le  module  de  rotation  de  la  droite  mobile.  Soient 
d'ailleurs 

les  cosinus  des  angles  formés,  par  la  direction  du  module  <i,  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives.  Les  valeurs  des  quantités 

«.      À,      p.,      V 

seront  celles  que  fourniront  les  équations  (6)  et(io)  du  paragraphe  II, 
quand  on  y  remplacera  la  variable  indépendante  t  par  la  variable  indé- 
pendante s.  On  aura  donc 

(i)  '  «  =  ^/(  D,  a  )*  +  (  D,  (3  )2  +  (  D,  y  Y 

et 

(2)  8/.rr:I),.a,  «|i.  =  D^,(3,  8V  =r  D,y. 

Pareillement,  si  l'on  nomme  j  le  module  du  module  de  rotation  de 
la  droite  mobile,  ou,  en  d'autres  termes,  le  module  de  rotation  du 
second  ordre,  et  o,  /,  j»  les  cosinus  des  angles  formés,  par  la  direction 
du  module  u,  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  j  positives,  on  aura,  en 
prenant  toujours  l'arc  v  pour  variable  indépendante, 

(3)  u  =  s/{DAr+(^JÎJ-)'^(^~.^)\ 

(4)  -jo  =  D^)v,         vy:=D/iJ..         ■udt=zD/v. 

Enfin,  si  par  un  point  de  la  droite  mobile  on  élève  une  perpendicu- 
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laire  au  plan  qui  renferme,  avec  cette  droite,  son  module  de  rotation 
du  premier  ordre,  non  seulement  cette  perpendiculaire,  prolongée 
dans  un  certain  sens,  formera,  avec  les  demi-axes  des  a?,  y,  z  posi- 
tives, des  angles  dont  les  cosinus  a,  b,  c  seront  déterminés  par  les 
formules 

(5 )  a  =  |3v  —  yix,  b  =:  ly  —  av,  c  ■=  aiJ.  —  (3/.  ; 

mais,  de  plus,  le  module  de  rotation  0  de  cette  perpendiculaire,  consi- 
dérée comme  fonction  de  l'arc  s  pris  pour  variable  indépendante,  sera 
déterminé  par  la  formule 


(6)  ';  =  V(D.a)-+(D,6r-+(D,r)S 

et  se  mesurera  sur  le  même  axe  que  le  module  >i,  sans  que  l'on  puisse 
toutefois  affirmer  qu'il  se  mesurera  dans  le  même  sens. 
.  Soit  maintenant  oj  une  longueur  mesurée  sur  la  droite  mobile,  et 
sur  la  direction  même  qui  forme,  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  posi- 
tives, les  angles  dont  les  cosinus  sont  représentés  par  a,  j3,  y.  Si  l'on 

se  sert  de  la  notation  (w,  -jj  pour  exprimer  l'angle  compris  entre  les 
directions  de  w  et  de  u,  on  aura,  en  vertu  des  formules  (19),  (39),  (4o) 
du  paragraphe  II, 

/  /\  \  .   I  ^\ 

(7)  »=:  — "j  cos\co, -jy,  5  =  -j  sin\(o,  "J/, 

et,  par  suite, 

(8)  ^^^rf'=-j\ 

Donc,  si  l'on  projette  le  module  du  second  ordre  j  :  i"sur  la  droite 
mobile;  2^  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  de  cette  droite, 
les  projections  ainsi  obtenues  seront  exprimées  numériquement  par  le 
module  du  premier  ordre  y,  et  par  le  module  6;  et  ces  deux  derniers 
modules  pourront  représenter  les  deux  côtés  d'un  triangle  rectangle 
qui  aurait  pour  hypoténuse  le  module  ^. 

Concevons  à  présent  que  l'on  désigne  par  les  lettres 
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les  rapports  inverses  des  modules 

«.      5,     -j; 


en  sorte  qu  on 

ait 

(9) 

1 

I 

''=v 

I 

et,  par  suite, 

(lO) 

1 

P 

r 

1 

t 

Chacune  des  quantités 

pourra  être  représentée,  coninie  le  module  qui  lui  correspond,  par 
une  longueur  portée  sur  la  direction  de  ce  module.  On  peut  même 
observer  qu'elle  se  trouvera  tout  naturellement  représentée  par  une 
longueur,  si  l'on  exprime,  suivant  l'usage,  les  angles  par  de  simples 
nombres.  Car  la  quantité  p,  par  exemple,  étant  Tinverse  du  module  y, 

qui  représente  la  limite  du  rapport  j->  sera  elle-même  la  limite  du 
rapport  —  •  Elle  sera  donc  de  même  nature  que  ce  rapport  et,  par 
suite,  de  même  nature  que  l'arc  As,  si  l'angle  o  est  réduit  à  un  simple 
nombre.  Donc  alors  la  quantité  p  sera  de  la  nature  des  longueurs. 
Ajoutons  qu'en  vertu  des  formules  (9)  ou  (10),  les  équations  (i),  (2), 
(3),  (4),  (6)  donneront 


(II)  -=rv(D,a)^+(D..pr+(D,y)S 


(12)  /  ^  p D, a,         [-'■  =  ? I^v i'^îi         -J  =  p D,,'^, 


(i3)  _^y  (D,.>.)■^  +  ^^,^)•.+  (^,v)^ 

'c 

(l4)  9  =  tD,/..  y=iD,lJ..  'J;r=rvD,y. 


(i5)  -  =  v'(D.s«)-+  (D,6)"-  +  (D,c)'-. 

Observons  enfin  que,  la  longueur  t  étant  mesurée  sur  la  direction  du 
module  u,  l'angle  (aj,'jj  pourra  être  encore  exprimé  par  la  nota- 
tion \(o,  ^).  Donc  les  formules  (7),  jointes  aux  équations  (10),  don- 
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lieront 

(lO)                                       -  •= COsVfjL),  v/»  -  =r  -  sin\ W,  t/5 

0              t          ^  /•         t 


tandis  que  la  formule  (8)  donnera 


(.7.  ^ 


Pour  montrer  une  application  très  simple  des  formules  diverses 
que  nous  venons  d'établir,  considérons,  en  particulier,  le  cas  où  la 
droite  mobile  se  confond  avec  la  tangente  menée  à  la  courbe  proposée 
par  l'extrémité  de  l'arc  ,v,  c'est-à-dire  par  le  point  dont  les  coordon- 
nées sont  ^,y,  ^;  cette  tangente  étant  d'ailleurs  dirigée  dans  le  sens 
suivant  lequel  se  mesurent  les  arcs  positifs.  Dans  ce  cas,  les  cosinus  a, 
p,  y  des  angles  formés  par  la  droite  mobile  avec  les  demi-axes  des  x, 
y,  z  positives  seront  respectivement 

(iH)  y.  =  D,j;,         [3  =  D,,j-,         y  =  l),z. 

Alors  aussi  o  sera  l'angle  compris  entre  les  deux  tangentes  menées  par 
les  deux  extrémités  de  l'arc  as.  En  d'autres  termes,  o  sera  ce  qu'on 
nomme  V  angle  de  contingence  :  et,  comme  l'arc  \s,  compté  à  partir  de 
l'extrémité  de  l'arc  s,  sera  d'autant  plus  courbe  que  l'angle  o  sera  plus 
considérable,  le  rapport 

A5 

représentera  naturellement  ce  qu'on  peut  appeler  la  courbure  moyenne 
de  Tare  A j^.  Ajoutons  qu'en  faisant  décroître  indéfiniment  l'arc  Aj,  on 
verra  sa  courbure  moyenne  converger  vers  une  certaine  limite  <<  qui 
sera  précisément  ce  qu'on  appelle  la  courbure  de  l'arc  s,  mesurée  à 
l'extrémité  de  cet  arc.  Donc  cette  courbure  ne  dilférera  pas  du  module 
de  rotation  de  la  tangente,  déterminé  par  la  formule  (i).  Quant  aux 
cosinus  A,  ;j.,  v  des  angles  formés,  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  posi- 
tives, par  la  ligne  sur  laquelle  se  mesurera  le  module  y,,  ils  seront 
déterminés  par  les  formules  (2)  desquelles  on  tirera,  eu  égard  à  la 
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formule  (i), 

(19) 


D,,a        D,p        D,-/        y'(D,a)'-'+(D,p)2+(D,yr 
OU,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  équations  (18), 

/.        IJ.       V        I 


Donc  cette  ligne  sera  non  seulement  une  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente, ou,  en  d'autres  termes,  une  des  normales  menées  à  la  courbe 
par  le  point  (x,  7,  z),  mais  encore  celle  de  ces  normales  qui  a  été 
désignée  sous  le  nom  de  normale  principale,  et  qui  se  trouve  comprise 
dans  le  plan  osculateur  (voir  les  Fierons  sur  les  applications  du  Calcul 
infinitésimal  à  la  Géométrie,  t.  1,  p.  287)  ('). 

Si  la  courbe  donnée  se  réduit  à  un  cercle,  Tangle  de  contingence  0 
sera  équivalent  à  l'angle  au  centre  qui  renfermera  l'arc  \s  entre  ses 
côtés.  Donc  le  rapport  -^  représentera  le  rayon  du  cercle,  et  ce  rayon 
sera  encore  représenté  par  la  limite  -  de  ce  rapport,  c'est-à-dire  par  la 
longueur  c.  Donc,  dans  un  cercle,  le  rayon  g  est  Tinverse  de  la  cour- 
bure vî,  et,  réciproquement,  la  courbure  w  est  l'inverse  du  rayon  ç. 
Donc,  si,  après  avoir  désigné  par  ■<'.  la  courbure  d'une  courbe  quel- 
conque en  un  certain  point  {œ,  y,  z),  on  nomme  p  une  longueur  liée  à 
la  courbure  y,  par  la  première  des  équations  (9),  cette  longueur  sera  le 
rayon  d'un  cercle  qui  offrira  la  même  courbure  que  la  courbe,  ou,  en 
d'autres  termes,  elle  sera  ce  qu'on  appelle  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  donnée  au  point  {x,  y,  z).  Si  cette  même  longueur  est  portée, 
ii  partir  du  point  {x,  y,  z),  dans  le  sens  suivant  lequel  se  mesurait  le 
module  de  rotation  de  la  tangente,  elle  aboutira  au  point  appelé  le 
centre  de  courbure,  et  le  cercle  décrit  de  ce  dernier  point,  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  au  rayon  de  courbure,  sera  le  cercle  qui 
aura  un  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe,  et  que  l'on  nomme, 
pour  cette  raison,  le  cercle  osculateur  {voir  les  Leçons  déjà  citées).  Cela 


(1;  Œuvres  de  Cdiichy,  ^^él■ie  11.  l.  V,  p.  290. 
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posé,  il  suffira  évidemment  d'attribuer  aux  cosinus  a,  ,3,  y  les  valeurs 
fournies  par  les  équations  (i8),  pour  que  la  valeur  de  c,  déterminée 
par  la  formule  (i  i),  représente  le  rayon  du  cercle  osculateur,  et  pour 
que  les  valeurs  de  A,  tx,  v,  déterminées  par  les  formules  (12),  repré- 
sentent les  cosinus  des  angles  formés,  avec  les  demi-axes  des  a:,  y,  z 
positives,  par  la  droite  menée  du  point  {x,  j,  z)  au  centre  de  cour- 
bure. Observons,  au  reste,  que  les  équations  ainsi  obtenues,  savoir  : 


(2.)  -  =  v(J);^)'^+(D.^r)*^+(D;^^)^ 

entraînent  la  formule  (20),  à  laquelle  on  parvient  en  égalant  entre 
elles  les  quatre  valeurs  que  ces  mêmes  équations  fournissent  pour  le 
rayon  de  courbure  p. 

Considérons  maintenant,  parmi  les  modules  de  rotation  de  la  courbe 
donnée,  celui  qui  est  du  second  ordre.  Ce  module,  déterminé  par  la 
formule  (3),  et  mesuré  dans  une  direction  qui  forme,  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives,  des  angles  dont  les  cosinus  cp,  y,  ^  se 
déterminent  par  les  formules  (4),  sera  ce  que  j'ai  nommé  la  seconde 
courbure,  et  ce  que  M.  de  Saint-Venant  appelle  la  cambrure  de  la 
courbe  proposée.  L'inverse  de  ce  même  module,  ou  le  rayon  ^,  déter- 
miné par  la  formule  (i3),  sera  le  rayon  de  seconde  courbure,  ou  le 
rayon  de  cambrure,  qui  se  mesurera  sur  la  droite  tracée  de  manière  à 
former,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  des  angles  dont 
les  cosinus  9,  y,  '\i  seront  déterminés  par  les  équations  (i4).  Suppo- 
sons d'ailleurs  que  par  le  point  {œ,  7,  z)  de  la  courbe  donnée  on  mène 
une  droite  perpendiculaire  au  plan  osculateur.  Cette  droite,  étant  per- 
pendiculaire à  la  tangente  et  au  rayon  de  courbure,  sera  précisément 
celle  qui,  prolongée  dans  un  certain  sens,  forme,  avec  les  demi-axes 
dés  X,  y,  z  positives,  des  angles  dont  les  cosinus  a,  b,  c  se  déter- 
minent par  les  formules  (5);  et  si,  en  nommant  6  le  module  de  rota- 
tion de  cette  droite,  on  représente  le  rapport  inverse  de  ce  module  par 
une  longueur  /•  mesurée  sur  cette  même  droite  dans  le  sens  que  nous 
venons  d'indiquer,  la  longueur  ;-,  le  rayon  de  courbure  p  et  le  rayon 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII.  3 


306     LES  LIGNES   QUI  DIVISENT  EN  PARTIES  EGALES,  ETC. 

de  cambrure  r  vérifieront  la  formule  (17),  on  vertu  de  laquelle  -  et  - 
seront  les  deux  côtés  d'un  triangle  rectangle  qui  aura  pour  hypoté- 
nuse -•  Ajoutons  que  si  l'on  désigne  par  co  une  longueur  mesurée  sur 
la  tangente  à  la  courbe  donnée,  dans  le  sens  suivant  lequel  se  mesure 

positivement  l'arc  s,  et  par  (w,  ï)  l'angle  que  forme  cette  tangente  avec 
le  rayon  de  cambrure,  les  longueurs  p  et  /•  seront  liées  à  la  longueur  x 

et  à  l'angle  (w,  ^}  par  les  équations  (16).  La  formule  (17)  a  été  donnée 
par  M.  de  Saint-Venant  (dans  le  Tome  XIX  des  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences),  et,  comme  il  l'a  remarqué  lui- 
même,  elle  se  trouve  implicitement  comprise  dans  une  équation  de 
M.  Lancret. 
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RÉSULTANTES   A   DEUX   TERMES 


I.  —  Formules  analytiques. 

Considérons  deux  systèmes  de  variables  dont  les  unes,  en  nombre 
égal  à  n,  soient  représentées  par  les  lettres  italiques 

les  autres,  en  pareil  nombre,  étant  représentées  par  les  lettres 
romaines 

(2)  X.     y,      7. 

Concevons,  d'ailleurs,  que  l'on  range  quatre  de  ces  variables  sur  deux 
lignes  horizontales  et  en  même  temps  sur  deux  lignes  verticales,  en 
plaçant,  dans  la  première  ligne  horizontale,  deux  termes  de  la 
suite  (i)  et,  dans  la  seconde  ligne  horizontale,  les  termes  correspon- 
dants de  la  suite  (2).  On  obtiendra  ainsi  un  tableau  de  la  forme 

(3)  S^'    ^' 

I  X,      y, 

et  si,  après  avoir  construit,  avec  les  quatre  termes  de  ce  tableau,  les 
deux  produits 

dont  chacun  a  pour  facteurs  deux  variables  situées  non  seulement 
dans  les  deux  lignes  horizontales,  mais  encore  dans  les  deux  lignes 
verticales,  on  retranche  le  second  produit  du  premier,  la  différence 
ainsi  trouvée,  savoir, 

xy  ~y\, 
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sera  une  résultante  composée  seulement  de  deux  termes,  Tun  positif  ^y, 
l'autre  négatif —  xr.  Or,  les  résultantes  de  cette  espèce  jouissent  de 
quelques  propriétés  qui  méritent  d'être  remarquées,  et  dont  l'énoncé 
fournit  diverses  propositions  que  nous  allons  établir. 

Théorème  I,  —  Soient 
deux  fonctions  homogènes  et  linéaires  des  n  variables 
et  nommons 

U,        V 

ce  que  deviennent  les  fonctions  w,  v  quand  on  remplace  les  n  variables  x, 
yj  Zj  ...  par  n  autres  variables 

X.      y,      z,      

La  résultante  formée  avec  les  quatre  termes  du  tableau 


(4) 

V, 

c'est-à-dire  la  différence 

sera  une  fonction  homogène  et  linéaire  des  résultantes 

(5)  xy  —  ^y,     xz  —  xz,      ...,     jz  — y^,      ..., 

dont  chacune  est  fournie  par  un   tableau  qui  renferme  paredlement 
quatre  termes,  savoir,  deux  termes  quelconques  de  la  suite 

X,     y,     s,      ..., 

écrits  au-dessus  des  termes  correspondants  de  la  suite 

X,     y,      z,      ... 

Démonstration.  —  Supposons 

(6)  u^=  A'x  +  Vy  +  Zz -\-.  . .,         ^^  =:Xj?  +  Yj  +  Z.s -f-.  .  . , 

X,  Y,  z,  .  . .,  X,  Y,  Z,  ...  étant  deux  suites  de  coefficients  constants. 
Puisque  u  et  v  sont  ce  que  deviennent  u  et  v  quand  aux  variables  x,  y, 
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j,  ...  on  substitue  les  variables  x,  y,  z,  ...  ;  les  équations  (6)  entraî- 
neront les  suivantes  : 

(7)  u  =  vl'x+ Fy  +  Zz +.  .  .,         v  =  Xx  + Yy-t-Zz  + 

Gela  posé,  on  aura  identiquement 

(8)  IV 


UP  r= 

(JTx  ^Yy+Zz-^. 

.  .)(Xx  +  Yy +  Zz 

- 

-(^x  +  Fy  +  Zz  +  . 

.  .)(X^  +  Yr  +  Z3 

Or,  en  vertu  de  l'équation  (8),  la  résultante  binôme  wv  —  u^  sera 
évidemment  composée  de  plusieurs  parties  respectivement  proportion- 
nelles aux  coefficients  X,  F,  Z,  ....  D'ailleurs,  la  partie  proportion- 
nelle au  coefficient  A',  étant  le  produit  de  ce  coefficient  par  la  diffé- 
rence 

x\  —  xt-  =  (Xx  +  Yy  +  Zz  +  .  .  .)^  —  (X^  +  Yj  +  Z5  +  .  .  .)x 
—  Y(^y  — xj»-)  +  X(^z-xg)+..., 

sera,  ainsi  que  cette  différence  elle-même,  une  fonction  homogène  et 
linéaire  de  plusieurs  termes  de  la  suite  (5);  et  l'on  pourra  en  dire 
autant  des  diverses  parties  qui,  dans  le  développement  de  la  résul- 
tante wv  —  uc,  seront  respectivement  proportionnelles  aux  coeffi- 
cients F,  Z.  Donc  cette  résultante  sera  une  fonction  homogène  et 
linéaire  des  divers  termes  de  la  suite  (5). 

Théorème  II.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 
précédent^  écrivons  l'une  au-dessus  de  Vautre,  non  seulement  les  deux 

suites  de  variables 

[  X,     y,    z,     .... 
(9)  \      >    J>       '  , 

I  X,    y,    z,    •.., 
mais  encore  les  deux  suites  de  coefficients 

^,     F,     Z,     ..., 


(10) 

(  X,     Y,     Z, 

qui  représentent  les  constantes  par  lesquelles  les  variables 

X,      J',       z,        ... 

se  trouvent  respectivement  multipliées  :  1°  dans  la  fonction  u;  2°  dans  la 
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fonction  v\,  et  considérons,  outre  les  résultantes 

(5)  .cy  — xj,    xz  —  \z,     ...,     rz  — y=,     ..., 

dont  chacune  est  formée  a^>ec  quatj^e  termes  compris  dans  deux  lignes 
vej^ticales  du  tableau  (9),  les  résultantes  semblables 

(11)  XY  — Xr,     XZ-XZ,     ...,     FZ-YZ..., 

qui  se  déduisent  des  premières  quand  on  remplace  les  termes  du 
tableau  (ç)) par  les  termes  correspondants  du  tableau  (10).  //  suffira  de 
multiplier  chaque  terme  de  la  série  (d) par  le  terme  correspondant  de  la 
série  (11),  puis  d^  ajouter  entre  eux  les  divers  produits  ainsi  formés,  pour 
obtenir  une  somme  équivalente  au  produit  de  la  résultante 

UV  —  Uf^, 

en  sorte  quon  aura 

(12)  uY  —  nç  —  l{A'Y  —  Xr){xj  —  xy), 

le  signe  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  entre  eux. 

Démonstj-ation.  —  En  effet,  pour  obtenir  le  coefficient  de  l'un  des 
termes  de  la  série  (5),  par  exemple  du  binôme 

xy  —  xj, 
dans  le  développement  de  l'expression 

il  suffira  de  chercher  le  coefficient  du  produit  xy  dans  le  développe- 
ment du  second  membre  de  la  formule  (8).  D'ailleurs,  ce  dernier  coef- 
ficient sera  évidemment  celui  que  l'on  obtiendra  si  l'on  suppose 
réduits  à  zéro  tous  les  termes  de  la  série  (i),  à  l'exception  du  pre- 
mier X,  et  tous  les  termes  de  la  série  (2),  à  l'exception  du  second  j; 
et,  comme,  dans  cette  hypothèse,  on  aurait 

u  =  ry,  v^Yy, 

par  conséquent 

UV  —  uç  =  (A^Y  —  X  Y)xy, 

nous  devons  conclure  que,  dans  le  développement  général  de  Texpres- 
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sion 

«  V  —  ut», 

le  coefficient  du  binôme 

sera 

i  Y  —  X  r. 

Corollaire.  —  Si,  clans  la  formule  (12),  on  substitue,  pour  m,  v,  u,  v, 
leurs  valeurs  tirées  des  formules  (6),  (7),  on  obtiendra  l'équation 

identique 

(i3)  {Xx-\-  ?j  +  Z^+...)(Xx-4- Yy  -i-Zz+...) 

r=  ^c.-rY  —  xr)  (^y  —  xj). 

Cette  équation,  qui  était  déjà  connue,  comprend  évidemment  les  théo- 
rèmes I  et  TI. 

Théorème  III.  —  Soient 

et 

(i5)  f/.     V,     W,     ... 

deux  suites  composées  d^in  pareil  nombre  de  termes,  dont  chacun  repré- 
sente une  fonction  homogène  et  linéaire  des  n  variables  x,  y,  z,  .... 
Soient  encoi'e 

(16)  u,     V,     w,     ... 

et 

(17)  ^^    V,     W,     ... 

ce  que  deviennent  les  deux  premières  séries  quand  on  remplace  les 
variables  x,  y,  z.  ...  parles  variables  x,  y,  z,  .  .  . .  Concevons,  d'ail- 
leurs., que  Von  ajoute  entre  eux  les  termes  de  la  série  (i4)  ou  (16),  res- 
pectivement multipliés  par  les  termes  correspondants  de  la  série  (i5) 
ou  (ij),  et  construisons  ainsi  les  quatre  sommes 

^^    ^       i  Q=^u+  Fv-f-  IFw4-...,         P— Uu  +  Vv-hWwH-.... 

La  résultante 

PP-QQ, 
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formée  avec  ces  quatre  sommes,  dépendra  uniquement  des  binômes  qui 
représentent  les  divers  termes  de  la  série  (5),  et  sera  une  fonction  de  ces 
binômes,  non  seulement  entière^  mais  encore  homogène  et  du  second 
degré. 

Démonstration.  —   Concevons  qu'avec  les  termes  des  suites  (1/4) 
et  (16),  pris  quatre  à  quatre,  on  forme  les  résultantes 

(19)  //V—  UC,        ,MV~-U«',         ...,        ^;w—  V(l', 

et,  avec  les  termes  correspondants  des  suites  (i5)  et'(f7),  les  résul- 
tantes 

(20)  UN  -  U  F,     ^  W  ~  U  ÏF,     . . . ,     FW  —  V  PF, 

Eu  égard  au  théorème  II,  il  suffira  de  multiplier  chaque  terme  de  la 
série  (19)  par  le  terme  correspondant  de  la  série  (20)  pour  obtenir  la 
résultante 

PP  —  Ç>Q. 
On  aura  donc 

(21)  P^  -  Qq  =  i{  i]\  -  u  F)  («V  -  ur). 

le  signe  2  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  entre  eux. 
D'ailleurs,  en  vertu  du  théorème  I,  chacun  des  binômes  (19)  ou  (20) 
sera  une  fonction  homogène  et  linéaire  des  fermes  de  la  série  (5). 
Donc  tout  produit  de  la  forme 

{U\  -\]V){uY-nv) 

sera  une  fonction  de  ces  mêmes  termes,  entière,  homogène  et  du 
second  degré,  aussi  bien  que  la  résultante  binôme 

PP-OQ, 
représentée  par  une  somme  de  semblables  produits. 

Corollaire  I.  —  Il  est  bon  d'observer  qu'en  vertu  des  formules  (18), 
P  sera  une  fonction  des  variables  x,y,z,  ...,  non  seulement  entière, 
mais  encore  homogène  et  du  second  degré.  De  plus,  P  sera  évidem- 
ment ce  que  devient  P,  et  Q  ce  que  devient  Q,  quand  on  remplace  les 
variables  x,y,  z,  ...  par  les  variables  x,  y,  z, 
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Corollaire  IL  —  Si  l'on  réduit  les  fonctions 

U,     V,     w,     ... 
aux  variables 

;r,      J',      z,       .  .  . , 

les  fonctions 

U,     Y,    W,     ... 

se  réduiront  elles-mêmes  aux  variables 

X,     y,     z,     ..., 

et  la  valeur  de  P,  déterminée  par  la  première  des  formules  (i8), 
deviendra 

p  ^  UX  +  f^J'  -\-  wz  -h  .  .  .  • 

Si  d'ailleurs  les  fonctions  linéaires,  par  lesquelles  les  variables  x,y, 
z,  ...  se  trouvent  respectivement  multipliées  dans  cette  valeur  de  P, 
sont  représentées,  non  plus  par  diverses  lettres 

u.      ^,      w,      .  .  .  . 

mais  à  Taide  de  la  seule  lettre  P  successivement  affectée  des  indices  4;, 
j,  j,  .  .  . ,  c'est-à-dire  à  l'aide  des  notations 

P       P      P 

et  si,  pareillement,  pour  exprimer  ce  que  deviennent  ces  mêmes  fonc- 
tions linéaires  quand  on  remplace  les  variables  x,  y^  z,  ...  par  les 
variables  x,  y,  z,  . .  . ,  on  se  sert,  non  plus  des  lettres 

u,     V,     w,     . . . , 

mais  des  notations 

P      P       P  • 

alors,  à  la  place  du  théorème  III,  on  obtiendra  la  proposition  suivante  : 
Théorème  IY.  —  Soient 

(22)  P,,  Py,  P,,  ... 

n  fonctions  homogènes  et  linéaires  de  n  variables 

•^i"    }'■<    -"1     •  •  •  » 
et  nommons 

(23)  P,.     P,,     P,,      ... 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII.  \o 
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ce  que  deviennent  les  fonctions  1\,  P,,  P^,  ...  quand  on  remplace  les 
n  variables  x,y,  z,  ...  par  n  autres  variables 

\,     y,     z.     .... 

Concevons,  d'ailleurs,  que  Von  ajoute  entre  eux  les  termes  de  la  suite 

P       P       P 
ou  de  la  suite 

P       P       P 

respectivement  multipliés  par  les  variables 

ou  par  les  variables 

X,    y,    z,     • .  •  ; 
et  nommons 

P^     Q, 

les  quatre  sommes  ainsi  obtenues,  P  étant  celle  qui  renferme  les  seules 
variables  x,  y,z,  .  .  .,etV  celle  qui  renferme  les  seules  variables  x,  y, 
z,  .  .  . ,  en  sorte  qiCon  ait 

(24)  *  P  =  .vP.^-^-YPy+zP^  +  ....        Ç  =  xP.,.-hyP,  +  zP,  +  ..., 

\   Q  =  .rPx+jPy+^Pz+...,  P=xP,+yP,  +  zP,+.... 

La  résultante 

PP  _  oo. 

formée  avec  ces  quatre  sommes,  dépendra  uniquement  des  binômes  qui 
représentent  les  divers  termes  de  la  série  (5),  et  sera  une  fonction  de  ces 
binômes,  non  seulement  entière,  mais  encore  homogène  et  du  second 
degré. 

Corollaire  L  —  Il  est  bon  d'observer  qu'en  passant  du  théorème  III 
au  théorème  IV  on  obtiendra,  au  lieu  de  Téquation  (21),  la  formule 

(25)  PV  -  Oq  =  l.{P„V^-\\P^)  ixy  -xy). 

Supposons  maintenant  que,  s,  t  étant  deux  termes  quelconques  de  la 
suite 

X,     y,     z.      ..., 

et  s,  t  les  deux  termes  correspondants  de  la  suite 
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on  désigne  par  P,.,  le  coefficient  de  t  dans  la  fonction  linéaire  P,.  Alors 
P,t  sera  une  constante  qui  représentera  encore  le  coefficient  de  t  dans 
la  fonction  linéaire  P,,  et  la  formule  (25)  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

(26)  PP-(?Qir=2(P,F,-P,/^,)(5t-sO, 

le  signe  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  entre  eux. 
Comme  on  aura  d'ailleurs 

j    P,—  xP,,.-^-\-  y  Ps.y+  Z  Ps.z^-  .  ■  ■  ,  P,z=xPt..r  +  yPt.y+zPi,^-h..., 

^^7)     \  p^  =  xP.,.,  +  yP..v+zP,,,-+-...,       P,^xI\.,.  +  yP,.,.  +  zP,,,  +  ..., 

il  suffira  de  substituer  aux  formules  (6)  et  (7)  les  formules  (27),  pour 
obtenir,  à  la  place  de  l'équation  (12),  l'équation  semblable 

(28)  P.P.-  V,Pt=l{Ps^Pty-  Pt..vPs.y)  {Xy  -  XJ). 

Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (26),  jointe  à  l'équation  (27), 

(29)  PV-Qq  =  ll.{Ps,.P,.y-Pt..vPs,y){S'i-?>t){Xy-xy), 

les  deux  signes  2i2  indiquant  une  double  somme  de  termes  semblables 
que  l'on  obtiendra  en  remplaçant  successivement  chacun  des  binômes 

.çt  —  s<,     x\    -  XJ 

par  les  divers  termes  de  la  série  (5).  Ajoutons  qu'en  vertu  de  la  pre- 
mière des  équations  (27),  on  aura 

P^.=  xP.,.,.v  +  yP.v.y+  -  P.V.Z  +  • .  • , 
(3^>)  ,    Py  =  xPy,...  +  yPy.r+zPy,,+..., 

P^  =  xP,,,  +  yP,y  -+-  s  P- ,  4- . . . , 


et  qu'en  conséquence  la  première  des  formules  (24)  donnera 
( 3i)      P  =  a;'P,,,.^.  + j"-Pv.,  +  ^-Pc .  + .  • . 

+  Xy{P.,.y-^  Pv..r.)  +  XZ.{P.r.,+  P.,.,-)  +  •  •  •  J=(Pv..+  P..v)+    • 

tandis  que  la  seconde  donnera 

(3a)   (>  =  x^-P.,,.,+  y  y  Py.y-^  zzP,,  +  ... 

■+-  XyPx,y-\-XyPy,.r:-^'X'ZP.i:z-^X^Pz..v-^-'-  +  J ^Py.z+y^^z.y-^ 
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Au  contraire,  la  quatrième  et  la  troisième  des  formules  (24)  donneront 
(  33  )      P  =  x^  1\.,,,  +  y^  P,,,.  +  j}I\_^  +  ,,. 

+  xy{P^,y  +  Py.„^)  H-  xz (/>.^,,  +  P^^,,)  +  .  .  .  +  yz ( Py,  +  P,._v)4- •  .  . , 

(34)  Q=:^xP.^,.^.  + jyP,,^.+  ^zP^,^.^.  .  . 

Corollaire  IL  —  Si  le  coefficient  constant  de  t  dans  P,  devient  géné- 
ralement égal  au  coefficient  constant  de  s  dans  P„  en  sorte  qu'on  ait 

(35)  Pls=Psj, 
alors  les  formules  (3i),  (82)  donneront 

(36)  P  =  a:^- P.,  , + y- Pyy  +  ^2 p^ .  _^ 

+  ixyP,r  v+  ixzPy.  -  +  . . .+  lyzPy  -,+  . . 

et 

(37)       (^r=^x/*.^.,.r+7yjPv.y+-Z^-.r.  +  .  •  • 

4-(a?y +  xj-)P.^.,.+  (^z  +  \z)P,^^.^.  .  .+  (rz  +y^)/»^,+ 

D'ailleurs,  les  valeurs  des  coefficients 

P.,,;,,     Pyy,     P,„      ....     P,,,.     p,,,,,     ....     p,„      ... 

pouvant  être  choisies  arbitrairement,  la  fonction  P  déterminée  par  la 
formule  (36)  pourra  être,  parmi  les  fonctions  entières  de  x,  y,  z,  .  . . , 
l'une  quelconque  de  celles  qui  seront  homogènes  et  du  second  degré. 
Quant  à  la  fonction  P,  elle  sera  toujours  ce  que  devient  P  quand  on 
remplace  les  variables  x,  y,  z,  ...  par  les  variables  x,  y,  z,  .  .  . ,  en 
sorte  qu'on  aura 

( 38 )  P  =  x^ P,,:  +  y -^ Pyy  +  z^ p,, ,  +  .  .  . 

+  2  xy  P,^y  4-  2  xz  P..,,.  ;  4-  .  .  .  +  2  y  z  Py.  -+-.... 

Ajoutons  que,  si  l'on  désigne  par  s,  t  deux  quelconques  des  termes  de 
la  suite 

œ,     y,     z,      ..., 
et  par  s,  t  les  deux  termes  correspondants  de  la  suite 

x,      y,      z,      .  .  . , 

il  suffira,  pour  obtenir  la  valeur  de  Q  déterminée  par  l'équation  (3-), 
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de  remplacer  généralement,  dans  la  valeur  de  P,  le  carré  s-  d'une 
variable  par  le  produit  is,  et  le  produit  si  de  deux  variables  par  la 
demi-somme  ^^-^-  Enfin,  comme  la  valeur  de  (^  ainsi  formée  ne  sera 

2 

point  altérée  quand  on  échangera  entre  eux  les  deux  systèmes  de 

variables 

X,    y,     z,      

X,     y,      z,      .... 


il  en  résulte  qu'on  aura,  dans  l'hypothèse  admise, 

(39)  Q-*?, 
et  que,  par  suite,  la  résultante 

sera  réduite  à  la  forme 

P?  -  Q\ 

Cela  posé,  l'équation  (29)  deviendra 

(40)  PV-  Q'-=ll{Ps,.vPrr-  Pt.,.vP.o.y)  {Sl  -  ^t)  {xy  ~  XJ  ) , 

et  le  théorème  IV  entraînera  évidemment  la  proposition  suivante  : 
Théorème  V.  —  Soit  P  une  fonction  des  n  variables 

07,     y^z,      ... 

entière,  homogène  et  du  second  degré.  Xommons  P  ce  que  devient  P 
quand  on  remplace  les  n  variables  x,  y,  z,  ...  par  n  autres  variables  x, 
y,  z,  ....  Enfin,  nommons  Q  ce  que  devient  P  quand  on  y  remplace  les 

carrés 

x'-,    7-,     5-,      ... 

des  variables  x,  y,  z,  ...  par  les  produits 

a;x,      vy,     ^z,      ... 

et  les  produits 

xj',    xz,     .  • .  >    y^j     •  •  • 

des  variables  x,  y,  z,  .  .  . ,  combinées  deux  à  deux,  par  les  demi-sommes 

xy  +  xy       j;z  +  x;  yz-^-yz 


318  MÉMOIRE  SUR  QUELQUES    PROPRIÉTÉS 

La  différence 

PV  —  O'- 

dépendra  uniquement  des  binômes 

^y  — xj,     xz  —  xz,      ...,     yi  —  yz,      ..., 

et  sera  une  fonction  de  ces  binômes,  non  seulement  entière,  mais  encore 
homogène  et  du  second  degré.  Ajoutons  que  si  s,  t  étant  deux  quelconques 
des  variables 

on  désigne  par  P, ,  le  coefficient  du  carré  s-,  et  par  iP,,  le  coefficient 
du  produit  st  dans  la  fonction  P,  on  aura  non  seulement 
(36)  P  =  x'-P....-  +  r'Py.r+zM\._,  +  ..: 

+  ixjP^y+  2xzP_^^.-^.  .  .+  2yzPy^.-h.  .  ., 

mais  encore 

(40)  PP  -  Ç'-=11{P,„,P,,,-  P,,.,P,,,)  (st  -  st)  {xy  -  xj), 

les  deux  signes  IS  désignant  une  double  somme  de  termes  semblables, 
que  Von  obtiendra  en  remplaçant  successivement,  dans  le  second  membre 
de  la  formule  (4o)>  chacun  des  binômes 

si  —  si,     xy  —  xj' 
par  les  divers  termes  de  la  suite  (  5  ). 

Corollaire  I.    —  n  étant  le  nombre  des  variables  x,  y,  z,   .  .  . ,  le 

nombre  des  termes  de  la  suite  (5)  sera  ^iiîi-— li,  et,  en  remplaçant  suc- 
cessivement chacun  des  binômes 

si  —  st.     xy  —  xy 
par  ces  divers  termes  dans  le  produit 

(41)  {Ps,.vPLr-  Pt.,.Ps.y)  {si  -  St)  {xy  -  X j), 

on  obtiendra,  en  tout, 

n{n  —  i)~|* 
.  ^         J 

produits  dont  la  somme  constituera  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (4o),  ou  la  valeur  de  la  différence  PP  —  C)\  D'ailleurs,  lorsque 
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les  deux  binômes 

si  —  s^,     a;y  —  \y 

deviennent  égaux,  c'est-à-dire  lorsqu'on  suppose 

et,  en  conséquence, 

le  produit  (40  se  réduit  au  suivant  : 

(42)  {P.;.r-Pr.y-  P%,y)  (^T  -  Xj)'". 

Enfin,  lorsque  les  deux  binômes 

.n  — s^    ^y  — xj 

restent  distincts,  le  produit  (4i)  est  évidemment  égal  à  un  autre  pro- 
duit de  la  même  forme,  savoir,  à  celui  qu'on  obtient  quand  on  échange 
les  deux  binômes  entre  eux.  Donc  les  produits  qui  représenteront  les 
divers  termes  de  la  double  somme  comprise  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (4o)  seront  de  deux  espèces,  et,  parmi  ces  produits,  les 
uns,  en  nombre  évidemment  égal  à 

n{n  —  i) 

1 

seront  de  la  forme  (42),  tandis  que  les  autres,  étant  de  la  forme  (4i) 
sans  être  de  la  forme  (4^),  seront  deux  à  deux  égaux  entre  eux.  Ajou- 
tons que  le  nombre  de  ces  derniers  sera  évidemment  exprimé  par  la 
différence 
(43)  [!i<^ 


—  1)1-     //(//—  1  ) 


de  sorte  qu'en  représentant  ce  nombre  par  2A ,  on  aura 

^, _  {n~'z){n  —  i)n{n+i)  ^ 

Corollaire  II.  —  Pour  montrer  une  application  du  théorème  V,  sup- 
posons que  les  variables  x^  y  soient  réduites  à  deux,  et  qu'en  consé- 
quence la  fonction  P  soit  de  la  forme 

{\b)  /*  =  ax"-  +  by- -\-  a cjcj, 
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a,  by  c  étant  des  coefficients  constants.  Alors  on  aura 

n  =  '2,  —^ ^=1,  i\:=o; 

2 

et,  comme  la  suite  (5)  ne  renfermera  plus  qu'un  seul  terme,  l'équa- 
tion (4o)  se  trouvera  réduite  à 

(46)-  PP  -  Q'-^  (/>.,  ,./^,  ,_  Pl^)  {xy  -  xj)\ 

Gomme  on  aura  d'ailleurs,  dans  cette  hypothèse, 

P,,=   a,  Pyy=b.  Pcr=C, 

l'équation  (46)  donnera 

(47)  PP^Ç'-={aO-c^-){^y-xyy. 

En  substituant,  dans  la  formule  (47)»  aux  fonctions  P,  P,  Q  leurs 
valeurs  déduites  de  la  formule  (4^)  à  l'aide  des  règles  indiquées  dans 
l'énoncé  du  théorème  V,  on  obtiendra  l'équation  identique 

{aa;--h  Oy--+-  icxj)  {a\-  +  ^y"+  2cxy)  —  [a^x  +  bjy  +  c(j;y  +  xj)  |" 


(48)  . 
(  ={ab~  c"-)  (^y  —  X  j)', 

qui  a  été  donnée  par  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  Berlin  de  1773. 

Corollaire  JII.  —  Supposons  maintenant  que  les  variables  x,  y, 
2,  . .  .  soient  au  nombre  de  3,  et  qu'en  conséquence  la  fonction  P  soit 
de  la  forme 

(49)  P  =  aa;'^-h  by--\-  cz--+-  2  dyz  H-  2ez.x  +  2J xy^ 

a,  6,  c,  dy  ^, /désignant  des  coefficients  constants.  Alors  on  aura 

et  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(3o)  a:=)z— y:;,  -^^sx  — zo;,  '^  =  ^ry  —  xj', 

les  termes  de  la  série  (5)  se  réduiront,  abstraction  faite  des  signes,  aux 
trois  binômes  désignés  ici  par  les  trois  lettres  X,  '^,  g.  Gela  posé,  la 
formule  (4o)  donnera 
(5i)         PP-  (?'-=yla:--'+i?^-^+  C^'-+  2D'^'-^^2E^X^2FX% 
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A,  /y,  C,  1),  E,  /'étant  des  constantes  déterminées  par  les  équations 
i  A  — 1\  ,  IK,  -  pj.,         1)  =  p.,  i>,,  -  P.,  ,Py,. 

(     C  =  J\,Pyy  -    Ply,  F=zPy,  P,,,  -  P,,,  P^.,-. 

Comme  on  aura  d'ailleurs 

/>,„,=  a,  P^v=b,  P.,  =  r, 

Py.=  =  d,  P..,.=  e,  P.r.y  =  j\ 

les  équations  (02)  donneront 

{   ])  —  ef~ad,  P:  =  fd—h(\  F  —  de-cJ. 

Enfin,  si,  dans  la  formule  (5i),  on  substitue  aux  fonctions  /%  P,  Q 
leurs  valeurs  déduites  de  la  formule  (49)  à  l'aide  des  règles  indiquées 
dans  l'énoncé  du  premier  théorème,  on  obtiendra  l'équation  identique 

(5'|  j     {ax"- -\-  hy'--\-  rz"- +  idyz  +  iez.v  +  ijxy') 

X  (a\-+  hy+  cv.-^  ■>.  dy/.  +  2ez\  +  "-i/^y) 

~  [ax-\  4-  byy  +  rcz  +  d{y7.  +  yz)  +  e(z\  +  /.jj)  -h  f(.vy  +  \y)\- 

que  Ton  pourrait  déduire  de  l'une  des  formules  données  par  M.  Binet 
dans  le  XVP  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique. 

Corollaire  IV.  —  Il  est  bon  d'observer  que  les  coefficients  constants 

^.v,.vi        '  >  .  v,        Pz,zi        •  •  •  1        P.c.yi       P.v  : Py^l        •  •  •  i 

renfermés  dans  les  seconds  membres  des  formules  (30")  et  (4o),  sont 
précisément  les  moitiés  des  dérivées  du  second  ordre  de  la  fonction  P. 
En  ell'et,  de  l'équation  (36),  différentiée  deux  fois  de  suite  par  rapport 
à  une  même  variable,  ou  par  rapport  à  deux  variables  distinctes,  on 
déduit  immédiatement  les  formules 

(55:      :  " 

Œuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  XIIl. 
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toutes  comprises  dans  la  formule  générale 
(56)  P,j=-D,D,P, 

qui  subsiste  dans  le  cas  même  où  l'on  suppose  t  =  .s.  Ajoutons  encore 
qu'en  vertu  des  équations  (55),  la  formule  (36)  donnera 

+  2  X  V  D.,  D ,  P+'2jL'z.  D.,  D,  /^  +  . .  .  +  'ivz  D,  D,  P-h.... 

Au  reste,  l'équation  (57)  peut  se  déduire  immédiatement  du  théorème 
des  fonctions  homogènes.  Effectivement,  en  vertu  de  ce  théorème,  la 
fonction  P,  étant  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  aux 
variables  x,  y,  z-,  .  .  . ,  vérifiera  la  formnle 

(58)  2P  =  uD,,.P+rl)yP+:\):P^...] 

tandis  que  les  fonctions  D,/^  DyP,  \)J\  .  .  .,  étant  homogènes  et  du 
premier  degré,  vérifieront  les  formules 

/  \),p=zx\y^.     y^  +  .ri-)vD.,p  +  ;D,D,y^  +  . ... 

^"^  '  /  D,  P  =  X  D,,  D^  P  +  r  D,  D,  P  +  zXïi       P  +  ..., 


et  il  est  clair  qu'en  substituant  dans  l'équation  (58)  les  valeurs  de 

D,y^    r),/^    J)./^ 

fournies  par  les  équations  (59),  on  retrouvera  la  formule  (5;).  Obser- 
vons enfin  que  les  équations  (3o),  jointes  aux  formules  (55),  don- 
neront 

/\.=  -(xJJt.      P-^  )D,D,/^+;I)J),,/^ +  ...), 

p,  =  l  (^D,,D,y^  +  vDvD,  P  +zm      /»  +  ...), 


Donc,  eu  égard  aux  formules  (5()),  on  aura 

(60)  /\  =  -\).J\        /\  =  -]),P,        P,=  -ïhP, 

^  •     .  2    ■  ■       2    •  2 
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Ainsi,  dans  riiypoliièsc  qui  nous  ;i  conduits  au  théorème  V,  les  l'onc- 
tions  précédemnient  représentées  par  les  notations 

/',.     /',.     l>: 

se  réduisent  aux  moitiés  des  fonctions  dérivées 

D,/^  D, /',  ij./' 

11.  —  Interprélalions  grométritjues  de  phisicurs  furnidles 
établies  dans  le  premier  paragraphe. 

Plusieurs  des  formules  établies  dans  le  paragraphe  I  admettent  des 
interprétations  géométriques  qui  méritent  d'être  remarquées  et  que 
nous  allons  indiquer. 

Supposons  d'abord  (|ue  la  suite 

renferme  seulement  deux  variables  x^  y,  et  concevons  (|ue  ces  deux 
variables  représentent  les  coordonnées  d'un  point  mobile.  La  dis- 
tance /•  de  ce  point  à  l'origine  sera  déterminée  par  la  formule 


Supposons  d'ailleurs  (|ue  a,  h,  c,  k  étant  des  ([uanlités  constantes,  le 
point  mobile  (^,j)  soit  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  du  second 
degré  représentée  par  l'équation 

(  I  )  a.v-  -4-  h  y-  +  ■}.  (je  y  =  /. . 

Cette  courbe  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  qui  aura  pour  centre 
l'origine  des  coordonnées;  elle  sera  une  ellipse  si  l'on  a 

ah    -  (■'-  >  o,      /  >■  o. 

Elle  sera  une  hyperbole  si  l'on  a 

ah  —  (■■  <.  o  ; 

et,  dans  cette  dernière  hypothèse,  il  suffira  de  changer  le  signe  du 
second  membre  de  la  formule  (i)  pour  obtenir  l'équation 

( ■>.  )  ajc- -\-  hy-  -+-  ■>. ej;y  =  —  /. 
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d'une  seconde  hyperbole  conjuguée  à  la  première,  deux  hyperboles 
conjuguées  étant  celles  qui,  avec  le  même  centre  et  les  mêmes  asymp- 
totes, offrent  des  axes  réels  respectivement  égaux  et  parallèles  aux 
deux  côtés  d'un  rectangle  dont  les  diagonales  sont  dirigées  suivant  ces 
asymptotes. 

Concevons  à  présent  que  par  le  point  {x,  y)  on  mène  une  tangente  à 
la  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  ou  {'^),  et  nommons 

les  coordonnées  courantes  de  cette  tangente.  On  aura 

(3)  {ax  +  cy)  {l  —  œ)  -K  {ex  +  hv)  (yj  —  y)  =  o, 

et  par  suite,  eu  égard  à  l'équation  (i), 

(4)  ax^  +  bv-f]  +  c(xri  +  q)  =  /.-, 

OU,  eu  égard  à  l'équation  (2), 

(  5)  axl  +  byt]  +  c(xri  +  iy)  =:—  /.-. 

Ajoutons  que,  pour  obtenir  l'équation  de  la  parallèle  menée  à  cette 
tangente  par  l'origine  des  coordonnées,  il  suffira  de  remplacer  k 
par  zéro  dans  la  formule  (4)  ou  (5  ).  L'équation  de  cette  parallèle  sera 
donc  de  la  forme 

(6)  axl^  +  bjn  +  ci^xTi  H-  iv)  =  o. 

Soient  maintenant 

^'   y 

lès  coordonnées  d'un  nouveau  point  situé  sur  l'ellipse  représentée  par 
l'équation  (i)  ou  sur  l'une  des  hyperboles  conjuguées  représentées 
par  les  équations  (i)  et  (2).  On  aura  encore 

(  7  )  a  X-  +  by''  +  1  c  \y  =  /.-, 

OU 

(  8  )  «  \-  +  /y  y  -  +  2  c  \y  =  —  /,-. 

Soit  d'ailleurs  s  le  rayon  mené  de  l'origine  au  point  (x,  y),  en  sorte 
qu'on  ait 

(9)  .Srr:yxM-\-. 
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Si  ce  rayon  est  parallèle  à  la  tangente  menée  par  le  point  (^,y)  à  la 
courbe  (i),  on  vérifiera  l'équation  (6)  en  posant 

On  aura  donc  alors 

(  I  o )  aj? X  +  ^  )■  y  +  (■  ( .r  y  -+-  x  )■  )  =  o. 

Si,  au  contraire,  le  rayon  v  n'est  pas  parallèle  à  la  tangente  dont  il 
s'agit,  il  suftira  de  lo  prolonger  indéfiniment  dans  les  deux  sens  pour 
qu'il  rencontre  cette  tangente  ert  un  certain  point  dont  les  coordon- 
nées E,  ïj  vérifieront  l'équation  (4),  et  dont  la  distance  à  l'origine  sera 
une  longueur  ç  déterminée  par  la  formule 


(n)  ç  — y/H-+-^-. 

Mais  alors,  en  posant,  pour  abréger, 

(12)  0=-, 

on  aura  nécessairement 

le  double  signe  ±  devant  être  réduit  au  signe  h-  ou  au  signe  —,  sui- 
vant que  les  deux  longueurs  j",  ç  se  compteront,  à  partir  de  l'origine, 
dans  le  même  sens  ou  dans  des  sens  opposés.  Or,  de  l'équation  (i3), 
réduite  à  la  forme 

et  combinée  avec  l'équation  (4),  on  tire 

(i4)  a,J;\  -+-  hyy  -h  r(.ry  -4-  \  r)  =:ir:  Bk, 

par  conséquent, 

( ,  -,  )  0=-^  a.gx  +  h  y  y  +  r(.gy  +  x.)-)  _ 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

TiiÉORi-ME  I.  —  Soient  r,  .v  den-v  /-ayons  menés  de  V  origine  des  coor- 
données supposées  rectangulaires^  le  premier  à  la  courbe  représentée  par 
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r équation  (i),  le  second  à  l'une  des  courbes  représentées  par  les  équa- 
tions (\)  et  (2).  Soit,  de  plus ^  ç  la  longueur  mesurée,  à  partir  de  V ori- 
gine, sur  le  rayon  s  indéfiniment  prolongé  dans  les  deux  sens,  jusqu'à  la 
tangente  menée  à  la  courbe  (i)  par  T extrémité  du  rayon  r.  Enfin  nom- 
mons X,  y  les  coordonnées  de  V extrémité  du  rayon  r,  et  \,  y  les  coor- 
données de  l'extrémité  du  rayon  s.  Les  deux  longueurs  s  et  ç  seront  dirigées, 
à  partir  de  V origine,  dans  le  même  sens  ou  dans  deux  sens  opposés,  suivant 

que  la  quantité 

axx  -\-  bry  4-  cT(  j?v  +  \y) 

sera  positive  ou  négative,  et  la  valeur  numérique  de  cette  quantité  sera 
précisément  la  valeur  du  rapport 

ç 

Corollaire  I.  —  Lorsque  la  tangente  menée  par  le  point  (x,  y)  à  la 
courbe  (i)  est  parallèle  au  rayon  .y,  la  longueur  représentée  par  ; 
devient  infinie.  On  a  donc  alors  0  =  o,  et,  par  suite,  l'équation  (ij)  se 
réduit,  comme  on  devait  s'y  attendre,  à  la  formule  (10). 

Corollaire  II.  —  Concevons  à  présent  que,  par  l'extrémité  du 
rayon  s,  c'est-à-dire  par  le  point  (x,  y),  on  mène  une  tangente  à  la 
courbe  (i)  ou  (2),  sur  laquelle  est  situé  ce  même  point;  et  nommons  ç 
la  longueur  mesurée,  à  partir  de  l'origine,  sur  le  rayon  /•  indéfiniment 
prolongé,  dans  les  deux  sens,  jusqu'à  la  tangente  dont  il  s'agit.  Alors, 
en  posant 
(••6)  f}=-, 

on  prouvera,  comme  ci-dessus,  que  0  se  réduit  à  la  valeur  numérique 
de  la  quantité 

axx  +  Ijyy  -\-  c{xy  +  x  )-) 

Donc  les  valeurs  de  0  fournies  par  les  équations  (12)  et  (16)  seront 
égales  entre  elles,  et  l'on  aura 

.      .  .s-         /• 

(17)  -  =  -, 
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en  sorte  que  les  deux  longueurs  g,  ç  seronl  respcclûxment  proporlion- 
nelles  aux  deux  longueurs  r,  s.  Cette  dernière  proposition  peut  être 
considérée  comme  offrant  une  interprétation  géométrique  de  la  for- 
mule (3())  du  paragraphe  I,  et,  comme  cette  formule,  elle  exprime  la 
propriété  qu'a  la  fonction 

o.i\  +  /mv  +  f(.v\  -+-  X  r) 

de  n'être  pas  altérée  quand  on  échange  entre  eux  les  deux  systèmes  de 
variables 

\.    \ . 

CorolJdire  III.  —  Supposons  maintenant  que  le  rayon  s  aboutisse, 
comme  le  rayon  r,  à  la  courbe  représentée  par  l'équation  (i).  Alors, 
non  seulement  les  longueurs  c  et  ç  seront  respectivement  proportion- 
nelles aux  longueurs  /-et  s,  mais,  de  plus,  ces  quatre  longueurs  étant 
comptées  ii  partir  de  l'origine,  p  se  mesurera  dans  le  sens  de  r,  et  ç 
dans  le  sens  de  v,  si  la  quantité 

axx  +  h  y  y  -+■  r  (.ry  H-  x  r) 

est  positive.  Au  contraire,  si  cette  quantité  devient  négative,  la  direc- 
tion de  p  sera  opposée  à  celle  de  r,  et  la  direction  de  ;  opposée  à  celle 
de  .V.  Donc,  par  suite,  b^s  longueurs  /■,  v,  d'une  part,  et  les  lon- 
gueurs p,  ç,  d'autre  part,  représenteront  des  côtés  homologues  de 
deux  triangles  semblables  dont  les  bases  seront  parallèles.  On  peut 
donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

TuKORKME  11.  —  Soient 

r.      s 

deux  rayons  menés  du  centre  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  à  deux 
points  de  cette  courbe.  Soient  encore 

p.     ? 

deux  longueurs  mesurées  depuis  le  centre  de  la  courbe  :  i"  sur  le  rayon  r 
indéfiniment  prolongé  jusqu'à  la  tangente  menée  par  l'extrémité  du 
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rayon  s-,  2"  sur  le  rayon  s  indéfiniment  prolongé  jusqu'à  la  tangente 
menée  par  V extrémité  du  rayon  r.  Les  deux  longueurs  c,  ç  seront  respec- 
tivement proportionnelles  aux  deux  longueurs  /•,  s^  et  la  droite  qui 
joindra  les  extrémités  des  deux  longueurs  p ,  ç  sera  parallèle  à  la  droite 
qui  joindra  les  extrémités  des  deux  longueurs  r,  s. 

Corollaire  I.  —  Le  théorème  précédent  est  l'un  de  ceux  auxquels  on 
se  trouve  conduit  par  les  propriétés  connues  des  diamètres  conjugués 
de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole.  D'ailleurs,  ce  théorème  devient  évident 
quand  la  courbe  proposée  se  réduit  à  un  cercle  ;  et,  du  cas  où  la  courbe 
est  un  cercle,  on  passe  facilement  au  cas  où  la  courbe  est  nue  ellipse, 
en  observant  que  toute  ellipse  peut  être  considérée  comme  la  projec- 
tion orthogonale  d'un  cercle  dont  un  diamètre  est  égal  et  parallèle  au 
grand  axe  de  l'ellipse,  et  dont  le  plan  forme,  avec  le  plan  de  l'ellipse, 
un  angle  qui  a  pour  cosinus  le  rapport  du  petit  axe  au  grand  axe. 

Corollaire  IL  —  Le  théorème  11  fournit  un  moyen  très  simple  de 
mener,  par  un  point  donné  P  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole,  une 
tangente  à  cette  courbe.  En  effet,  soit  /•  le  rayon  mené  du  centre  de  la 
courbe  au  point  donné,  et  faisons  coïncider  le  rayon  s  avec  l'un  des 
demi-axes  de  l'ellipse,  ou  avec  un  demi-axe  réel  de  l'hyperbole. 
L'extrémité  S  du  rayon  s  sera  un  sommet  de  la  courbe,  et  la  tangente 
menée  à  la  courbe  par  ce  sommet  sera  perpendiculaire  au  rayon  .v. 
Nommez  R  le  point  où  cette  tangente  rencontrera  le  rayon  /•  indéfini- 
ment prolongé  :  par  ce  point  R,  menez  une  parallèle  RT  à  la  droite  PS, 
qui  joint  le  point  donné  P  au  sommet  S;  et  soitT  le  point  où  le  rayon  .v, 
indéfiniment  prolongé,  rencontrera  la  droite  RT.  La  tangente  menée  à 
la  courbe  par  le  point  donné  P  devra  passer  par  le  point  T,  ce  qui  per- 
mettra de  la  construire  immédiatement. 

Corollaire  IlL  —  Si  le  centre  de  la  courbe  proposée  s'éloigne  à  une 
distance  infinie  de  l'origine  des  coordonnées,  celte  courbe  se  transfor- 
mera en  une  parabole,  et  les  droites  sur  lesquelles  se  mesuraient  les 
rayons  r,  s,  en  deux  droites  parallèles  à  l'axe  de  la  parabole.  Donc, 
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pour  mener  une  tangente  à  une  parabole  en  un  point  donné  P,  il  suffît 
de  mener,  par  le  sommet  S  de  la  parabole  et  par  le  point  P,  deux 
droites,  l'une  perpendiculaire,  l'autre  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole, 
de  mener  par  le  point  R,  où  ces  deux  droites  se  coupent,  une  paral- 
lèle \\T  à  la  droite  PS,  puis  de  joindre  le  point  T,  où  la  droite  RT  ren- 
contre l'axe  de  la  parabole,  avec  le  point  P.  En  opérant  ainsi,  on 
obtient  pour  ST  une  longueur  égale  à  la  projection  de  la  distance  PS 
sur  l'axe  de  la  parabole,  ce  qui  devait  être,  attendu  que,  dans  le  cas 
où,  en  supposant  les  coordonnées  rectangulaires,  on  prend  le  sommet  S 
pour  origine,  et  l'axe  de  la  parabole  pour  axe  des  abscisses,  l'abscisse 
du  point  P  est  tout  à  la  fois  la  projection  de  PS  sur  l'aire  de  la  parabole 
et  la  moitié  de  la  sous-tangente  correspondante  au  point  P. 

Concevons  maintenant  que  l'on  combine  l'équation  (i4  )»  jointe  à  la 
formule  (7)  ou  (8),  avec  l'équation  identique 

(18)      {rix--h  ^J'-H-  2r\rv)  (rt\-+  /^\-4-  2cxv)  —  [ajc\  -\-  byy  -{-  c(.Ty  -{-  \j)]- 
=  (  ah  —  r-)  (.ry  —  \,v)-, 

déjà  obtenue  dans  le  paragraphe  I,  On  trouvera  ainsi 

±  /,-^-r/'k-^={r,h  -  C-)  (  j;y  -  xj)-, 

et  en  posant,  pour  abréger, 

('9)  J^=    /'      .> 

^  ah  —  r- 

on  aura  simplement 

le  signe  ±  devant  être  réduit  au  signe  +  ou  au  signe  —,  suivant  que 
le  point  (x,  y)  sera  situé  sur  la  courbe  représentée  par  l'équation  (i), 
ou  sur  la  courbe  représentée  par  l'équation  (2),  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes,  suivant  que  les  deux  rayons  ;-,  .v  aboutiront  à  une 
même  courbe  ou  à  deux  courbes  distinctes. 

D'autre  part,  si  l'on  nomme  0  l'angle  \?',sj  compris  entre  les  direc- 
tions des  deux  rayons  /-et  s,  on  aura,  en  vertu  d'une  formule  connue, 

(■'-!)  .vy  —  xy  =  ±  /s  sin  r». 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII.  42 
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Donc  la  formule  (9.0)  donnera 

/•■-.s-  sin-0 

Il  reste  à  savoir  ce  qu'exprime,  dans  la  formule ('>.2),  la  constante  A, 
dont  la  valeur  est  fournie  par  l'équation  (19).  Or,  on  peut  facilement 
résoudre  cette  question,  à  l'aide  de  l'équation  (22)  elle-même,  en  pré- 
sentant cette  équation  sous  la  forme 

/-.s-  si  11-  0 

[9.3)  Ar=-^- ^, 


±1  —  0^ 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  puisque  l'on  a 

ç 
sous  la  forme 

r-ç-  sin-ô 

S' 

et  en  attribuant  aux  rayons  /■,  .vdes  valeurs  déterminées.  En  effet,  sup- 
posons d'abord  que  la  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  soit  une 
ellipse,  et  nommons  a,  b  les  deux  demi-axes  de  cette  ellipse.  Alors,  en 
posant 

on  aura 

/./"\\      r.  .    . 

1 

r.çsino  =  ab,  0  =  0. 

et,  par  suite,  l'équation  (23),  dans  laquelle  on  devra  réduire  le  double 

signe  ±  au  signe  -(-,  donnera 

(9,5)  /v  =  a-l)-. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  l'équation  (i)  représente  une  hyper- 
bole, et  nommons  a  le  demi-axe  réel  de  cette  hyperbole,  b  étant  le 
demi-axe  réel  de  l'hyperbole  conjuguée.  Alors  il  suffira  de  poser 

rrrr  a,  .V  ^  oc. 

pour  que  la  direction  du  rayon  s  se  réduise  à  la  direction  de  l'une  des 
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asymptotes  de  l'hyperbole  (i),  et  pour  que  ç  représente  la  longueur 
mesurée  sur  cette  asymptote  entre  le  centre  de  l'hyperbole  et  la  lan- 
i^^ente  menée  à  cette  courbe  par  l'un  des  sommets.  Mais  la  portion  de 
la  tangente  comprise  entre  ce  sommet  et  l'asymptote  sera  précisément 
le  demi-axe  réel  b  de  l'hyperbole  conjuguée  à  celle  que  l'on  considère, 
et  cette  portion  aura  pour  mesure  le  produit 

ç  sin\  /•,  s-J  =  ç  sino. 

Donc,  en  posant 

/•  =  a .  .9  =  00, 

on  aura  nécessairement 

ç  sinâ  =:  1). 

et,  par  suite,  on  réduira  l'équation  (24)  à  la  formule 
(■)6)  K  =  — a-l)-. 

Les  équations  ('2.))  et  (26)  peuvent  aussi  être  démontrées  directe- 
ment avec  la  plus  grande  facilité.  En  effet,  lorsque  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  (i)  est  une  ellipse,  ses  demi-axes  a  et  b  sont  les 
valeurs  maximum  et  minimum  du  rayon  ;•  déterminé  à  l'aide  de  cette 
équation,  jointe  à  la  formule 

et,  par  suite,  ils  se  confondent  avec  les  deux  valeurs  de  /•  fournies  par 
le  système  des  deux  équations 

(•>8)  [a  —  ii){h  —  u)—c-—o, 

/. 

(^9)  "=7-'      ' 

Donc  alors  l'équation  (28),  que  l'on  peut  réduire  à  la  forme 

(3o)  ,r-—{a-\~h)i(-hnh  —  c-  =  o, 

étant  résolue  par  rapport  à  u,  offrira  pour  racines  les  deux  rapports 

/.       /. 

a-        1)- 

ot  le  produit  de  ces  rapports  sera  équivalent  à  la  constante  ab  —  c-,  en 
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sorte  qu'on  aura 

— — -  :^ab  —  c- 

et,  par  suite, 

ab  —  (- 
OU,  ce  qui  revient  au  même. 

Si,  au  contraire,  la  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  est  une 
hyperbole,  le  demi-axe  réel  a  ou  b  de  cette  hyperbole  ou  de  l'hyper 
bole  conjuguée  sera  la  valeur  maa^i'mwm  de  r  déduite  de  la  formule  (27), 
jointe  à  l'équation  (i)  ou  (2).  Donc  alors  a  ou  b  sera  la  valeur  réelle  et 
positive  de  r,  qui  se  déduira  de  l'équation  (28),  jointe  à  la  formule  (29) 
ou  à  la  suivante  : 


k  k 

—.     et 


(3i) 

Donc,  par  suite, 

a-    "'         ba- 
seront les  deux  racines  de  l'équation  (27),  et  l'on  aura 


,  ^  r^ab  —  c-, 
a-b- 


et 

]f_ 

ab  — 
OU,  ce  qui  revient  au  même. 


=  —  a-b-. 


-a-b^ 


En  résumé,  si  la  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  est  une 
ellipse,  la  valeur  de  K  sera  déterminée  par  la  formule  (23),  et,  en  con- 
séquence, l'équation  (22),  dans  laquelle  on  devra  réduire  le  double 
signe  ±  au  signe  +,  donnera 

(32)  -  i_6-2^02, 

la  valeur  de  0  étant 

(,    .) O  )  W  r • 

ab 
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Au  contraire,  si  la  courbe  représentée  par  Téquation  (i)  est  une 
hyperbole,  la  valeur  de  K  sera  déterminée  par  la  formule  (26);  et,  en 
conséquence,  l'équation  (2a)  donnera 

(34)  e-^qzi=Q^ 

la  valeur  de  0  étant  toujours  déterminée  par  la  formule  (i),  et  le 
double  signe  q=  devant  être  réduit  au  signe  —  ou  au  signe  +,  suivant 
(|ue  l'extrémité  du  rayon  s  sera  située  sur  l'hyperbole  (i)  ou  sur  l'hy- 
perbole (2). 

Il  importe  d'observer  que  le  produit 


rs  sin  0 


rs  sin\/-,  s  J 


représente  l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  les  rayons  r,  x, 

tandis  que  le  produit 

ab 

représente  Taire  du  rectangle  construit  sur  les  demi-axes  a,  b.  Cela 
posé,  la  quantité  désignée  par  0,  dans  l'équation  (33),  représentera 
évidemment  le  rapport  de  ces  deux  aires,  et  les  formules  (32),  (34) 
entraîneront  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  iU.  —  Soient  : 

a,  b  les  deux  demi-axes  d^ une  ellipse  ; 

/',  s  deux  rayons  menés  du  centre  de  l'ellipse  à  deux  points  de  cette 
courbe; 

0  =  \r,  s)  r  angle  compris  entre  ces  rayons; 

z  une  longueur  mesurée  sur  le  rayon  s  entre  le  centre  de  l'ellipse  et  la 
tangente  menée  à  cette  courbe  par  V extrémité  du  rayon  r; 


enfin  posons 


et         0 


ç  al) 

en  sorte  que  0  représente  le  quotient  quon  obtient  quand  on  divise  V aire 
du  parallélogramme  construit  sur  les  rayons  r  et  s  par  l'aire  du  rectangle 
construit  sur  les  demi-axes  a  et  b.  Les  deux  rapports  0,  0  vérijieront  la 
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formule 

(35)  0-4- 0-^=1, 

Théorème  IV.  —  Soient  : 
a  le  demi- axe  réel  d'une  certaine  Jiyperbole: 

b  le  demi-axe  réel  d'une  seconde  hyperbole  conjuguée  à  la  première  ; 
r  un  rayon  mené  du  centre  commun  des  deux  hyperboles  à  un  point  de  la 

première; 
s  un  rayon  mené  du  même  centre  à  un  nouveau  point  de  la  première 

hyperbole^  ou  à  un  point  quelconque  de  la  seconde; 

0  =  (  /•,  ^)  V angle  compris  entre  les  rayons  ;•,  s; 

ç  une  longueur  mesurée  sur  le  rayon  s  entre  le  centre  commun  des  deux 

hyperboles  et  la   tangente  menée  à   la  première  par  Vextrémité  du 

rayon  r; 

enfin  posons 

s  /-.vsinô 

6»  r=  -  ,  0  —  r—  ) 

ç  ab 

en  sorte  que  0  représente  le  quotient  qu'on  obtient  quand  on  dii'ise  l'aire 
du  parallélogramme  construit  sur  les  rayons  r  et  s  par  Vaire  du  rectangle 
construit  sur  les  demi-axes  a  <?ï  b.  Les  deux  rapports  0,  0  vérifieront  la 
formule 

(36)  &-^-0-  =  ±i, 

le  signe  ±  devant  être  réduit  au  signe  +  ou  au  signe  —,  suivant  que  le 
rayon  vecteur  s  aura  pour  extrémité  un  point  situé  sur  la  première  ou  sur 
la  seconde  hyperbole. 

Lorsque  le  rayon  .y  devient  parallèle  à  la  tangente  menée  par  l'extré- 
mité du  rayon  r,  on  a  évidemment 

C  =CX),  0  =  0, 


et  l'on  tire  de  la  formule  (35)  ou  de  la  formule  (36),  dans  laquelle  le 

1  signe  — , 
0-^=1,        0  =  1, 


signe  ±  se  trouve  réduit  au  signe 


I )  \:  s  I { I :  s  i  i;j'A  n  j  i-:  s  a  j )  i:  i  x  t  k  u  m  i-:  s  .  333 

par  consé(juent, 


1-^7) 


ab. 


Mais  alors  les  rayons  r,  .v,  qui  od'rent  pour  extrémités  deux  points 
d'une  même  ellipse  ou  de  deux  hyperboles  conjuguées,  sont  deux 
rayons  conjugues  y  c'est-à-dire  les  moitiés  de  deux  diamètres  conjugues 
(le  l'ellipse  ou  des  deux  hyperboles;  et  l'équation  (37),  présentée  sous 
la  l'orme 

\rs  si  II  0  =  4h1), 

exprime  une  proposition  bien  connue,  savoir,  que  Paire  du  parallclo- 
granime  construit  sur  les  diamètres  conjugués  ir^  2^,  est  équivalente  à 
Vaire  du  rectangle  construit  sur  les  axes  2a,  2  b. 

On  pourrait  encore  déduire  des  théorèmes  III  et  IV  diverses  propo- 
sitions relatives  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole,  dont  quelques-unes 
semblent  dignes  d'attention.  Nous  citerons  comme  exemples  les  deux 
suivantes  : 

Théorème  V.  —  Soient,  dans  une  ellipse, 
a,  1)  les  deux  demi-axes  ; 
s,  t  deux  l'ayons  conjugués; 
r  un  rayon  (juelconque; 

0,  £  les  angles  (/•,  s),  \r,  t),  que  forme  le  rayon  r  a\e.c  les  deux  rayons  s 
et  t. 

0/1  aura 

(38j  r-{s-  siii'o  "t-  /'  siii-e)  =r  a-' I»'. 

Démonstration.  —  Soient 

les  longueurs  mesurées,  sur  la  direction  du  rayon  r,  à  partir  du  centre 
de  l'ellipse  jusqu'aux  deux  tangentes  menées  à  cette  courbe  par  les 
extrémités  des  rayons  v  et  t.  On  aura,  en  vertu  du  théorème  III, 

,,,  /-.v- sin-o  /•■'  /•-/■- sia-c  /- 

^  a-b-  0-  a=b-  0- 
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Mais,  d'après  une  proposition  établie  dans  les  Exercices  de  MatJtcma- 
tiques  (IIP  volume,  page  5o  (  '  ),  on  aura  aussi 

/  r    \  III 

p-        0  -        /- 

par  conséquent, 

/■-       /•- 

—    +-T7   =1- 

p"     ?■ 

Donc  les  formules  (Sg),  combinées  l'une  avec  l'autre  par  voie  d'addi- 
tion, produiront  la  suivante 

r-{s-  sin"(5  +  /-  sin-g 
— ^^ =  '' 

qui  coïncide  avec  l'équation  (38). 

Théorème  \\.  —  Soient  : 

a  le  demi-axe  réel  d'une  première  hyperbole  ; 

h  le  demi-axe  réel  dUine  seconde  hyperbole  conjuguée  à  la  première; 
j-,  t  deux  l'ayons  conjugués  de  la  première  et  de  la  seconde  hyperbole; 
r  un  rayon  quelconque  delà  première  hyperbole; 

0,  £  les  angles  \r,s)^  \/-,  t)  que  forme  le  rayon  r  avec  les  deux  rayons  s 
et  t. 

On  aura 

(40  r-{C-  sin-£  —  .s"  sin-ô)  =  a-b". 

Démonstration.  —  Soient 

p.      o' 

les  longueurs  mesurées,  sur  la  direction  du  rayon  /-,  à  partir  du  centre 
commun  des  deux  hyperboles  jusqu'aux  deux  tangentes  menées  à  ces 
courbes  par  les  extrémités  des  rayons  s  et  t.  On  aura,  en  vertu  du 
théorème  IV, 

,,    ,  /-.s"  sin-ô        /■-  /-^-sin-g         /■-. 

.(42)  -p; =  —  —  I,  ^^—  _|_i. 

a-b-  p-  a-b-  p- 

Mais,  d'après  une  proposition  établie  dans  les  Exercices  de  Mathéma- 

(1)  Œuvres  de  Caucliy,  série  II.  t  \'1II.   p.  (ij. 
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tiques  (IIP  volume,  page  32)  ('),  on  aura  aussi 

(43) 

par  conséquent, 


1 

1 

I 

p- 

?'~ 

/•- 

r^ 

r* 

?' 

9'~ 

Donc  les  formules  (42),  combinées  l'une  avec  l'autre  par  voie  de  sous- 
traction, produiront  la  suivante 

r-it^  sin-£  —  5^^  sin^ô) 

^^ 1  rzr  I . 

qui  coïncide  avec  l'équation  (4i)' 

Si,  dans  l'équation  (38),  on  fait  coïncider  le  rayon  ravec  le  demi- 
axe  a,  alors,  en  nommant  [j.,  v  les  angles  formés  avec  ce  demi-axe  par 
les  rayons  conjugués  s,  t,  on  trouvera 

(44)  5- sin-^  +  ^^  sin-v  =  b-. 

Si,  au  contraire,  on  fait  coïncider  le  rayon  vecteur/- avec  le  demi-axe  b, 
perpendiculaire  au  demi-axe  a,  les  valeurs  numériques  de 

sinô,     sine 
se  réduiront  évidemment  aux  valeurs  numériques  de 

COSf/,      cosv. 

Par  conséquent,  on  trouvera 

(  'iD  )  .V-  cos*]j!.  -I-  C-  cos-v  =  a-, 

puis  on  tirera  des  formules  (44)»  (45),  combinées  l'une  avec  l'autre  par 
voie  d'addition, 

(46)  i'+«*=:a'-+b-. 

Si,  dans  l'équation  (40'  o"  ^^'^  coïncider  le  rayon  r  avec  le  demi-axe 
réel  a,  alors,  en  nommant  ijt.,  v  les  angles  formés  avec  ce  demi-axe  par 
les  rayons  conjugués  s,  t,  on  trouvera 

(47)  r-sin*v  —  5^  sin-|ui  =  b*. 

(')  Œuvres  (le  Cauchy,    série  II,  t.  VIII.  p.  (i;. 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII.  43 
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Si  maintenant  on  remplace  l'hyperbole  à  laquelle  appartiennent  le 
rayon  .y  et  le  demi-axe  réel  a,  par  l'hyperbole  conjuguée  à  laquelle 
appartiennent  le  rayon  t  et  le  demi-axe  réel  b  perpendiculaire  au 
demi-axe  a,  alors,  à  la  place  de  la  formule  (4")»  on  obtiendra  la  sui- 
vante : 

(48)  S-COS-/JL  —  ^-cos-v  =  a-; 

puis  on  tirera  des  formules  (47),  (48),  combinées  entre  elles  par  voie 
de  soustraction, 

(49)  .Ç-— r-=a2-b^ 

Les  formules  (44),  (45),  (46),  (4;),  (48),  (49)  expriment  des  pro- 
priétés connues  des  rayons  conjugués  d'une  ellipse  ou  de  deux  hvper- 
boles. 

Il  est  bon  d'observer  encore  que,  si  l'on  nommé  i  l'angle  (^,  t)  com- 
pris entre  les  |  deux  rayons  conjugués  i-,  t,  ces  rayons  seront  liés  à 
l'angle  i  dans  les  théorèmes  V  et  VI,  par  l'équation 

(50)  .ï^  si  ru  =  al), 

analogue  à  la  formule  (37). 

Dans  les  formules  (38),  (4i),  (^o),  les  lettres 

représentent  des  angles  dont  chacun  est  censé  positif  el  inférieur  à 
deux  droits.  On  pourrait,  d'ailleurs,  introduire  dans  les  deux  pre- 
mières, à  la  place  des  angles  0,  i,  l'angle  •  et  un  angle  polaire p  m^^më 
à  partir  du  rayon  s,  jusqu'au  rayon  /,  en  considérant  l'angle  p  comme 
positif  ou  comme  négatif,  suivant  qu'il  se  mesurerait  dans  le  sens  de 
l'angle  i  ou  en  sens  inverse.  Alors  on  trouverait 

(5i)  sino  :=:±  sinyy.  siii  £  :r=±:  siii  (/^  —  t), 

et  les  équations  (38),  (4i)  deviendraient  respectivement 

(5^^)  r-\  s-  sin'/>  -\-  /'-  sin'(/>  —  i.)]  =  a-b-. 

(  53  )  /•- 1  /-  sin-  (  f)  —  0  —  .y-  siii-  fj  \  =  a-  b-, 

les  longueurs  .s,  /  des  deux  rayons  conjugués  pouvant  être  déterminées 


DES  RÉSULTANTES  A  DEUX  TERMES.  339 

en  fonction  de  -.  à  l'aide  de  la  formule  (4^))  ou  (49)»  ^t  <^^'  '^  ^^''- 
mule  (5o). 

Lorsque  les  directions  des  deux  rayons  conjugués  demeurent  fixes, 
les  longueurs  .v,  t  de  ces  deux  rayons  demeurent  constantes,  ainsi  que 
la  quantité  •..  Alors  l'équation  (44)  ou  (45),  ne  renfermant  plus  d'autres 
variables  que  le  rayon  vecteur  mobile  /•  et  l'angle  polaire  p  formé  par 
ce  rayon  mobile  avec  un  rayon  fixe  .v,  devient  V équation  polaire  d'une 
ellipse  ou  d'une  hyperbole.  Cette  équation  polaire  suppose,  d'ailleurs, 
que  le  centre  de  la  courbe  est  pris  pour  origine  des  coordonnées. 

Si  l'on  fait  coïncider  le  rayon  v  avec  le  demi-axe  a,  on  aura 

.V  =  a.         /  =  I),         cT^   '  • 

Donc  alors  l'équation  polaire  de  l'ellipse  se  réduira,  ainsi  qu'on  devait 
s'y  attendre,  à  la  formule 

(54j  /-(a-  sin-yy  -f-  1»-  cos-/>)  =z  a- h-, 

et  l'équation  polaire  de  l'hyperbole,  à  la  formule 

(  r)5  )  /-  (  h-  cos-/>  —  a-  sin-  />  )  r=  ?»■'  b". 

Si  la  suite 

.:v,      r,      z.      ... 

renfermait  trois  termes  au  lieu  de  deux,  on  pourrait  considérer  ces 
trois  termes  .r,  y,  z  comme  représentant  les  coordonnées  rectangu- 
laires d'un  point  mobile.  Alors  aussi,  à  la  place  de  l'équation  {\S')  du 
paragraphe  I,  on  obtiendrait  l'équation  (54)  du  même  paragraphe;  et, 
en  recherchant  l'interprétation  géométrique  dont  cette  équation  serait 
susceptible,  on  se  trouverait  conduit  à  certaines  propriétés  d'un  ellip- 
soïde ou  de  deux  hyperboloïdes  conjugués.  Mais  ces  propriétés,  étant 
relatives  à  des  points  situés  dans  un  plan  diamétral,  se  réduiraient,  en 
dernière  analyse,  à  des  propriétés  d'une  ellipse  ou  de  deux  hyperboles 
conjuguées,  et,  par  ciuiséquent,  aux  théorèmes  que  nous  avoris 
déduits  de  la  formule  (48)  du  paragraphe  I. 
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THÉORIE  DES  PROJECTIONS  ORTHOGONALES 


Considérations  générales. 


La  considération  des  projections  orthogonales,  qui  permet  d'établir 
assez  facilement  les  théorèmes  fondamentaux  des  deux  trigonométries 
et  de  la  géométrie  analytique,  a  quelquefois  l'inconvénient  d'intro- 
duire dans  le  calcul  un  grand  nombre  de  lettres  destinées  à  repré- 
senter, avec  les  longueurs  mesurées  sur  certaines  droites,  les  trois 
projections  de  chacune  de  ces  longueurs.  Mais  on  peut  remédier,  au 
moins  en  partie,  à  cet  inconvénient,  et,  en  abrégeant  la  démonstration 
des  théorèmes,  donner  au  langage  analytique  plus  de  précision  et  plus 
de  clarté,  à  l'aide  d'une  notation  très  simple  que  je  vais  indiquer  en 
peu  de  mots. 

Soient 

r,     s.     t.      ... 

diverses  longueurs  dont  chacune  se  mesure  suivant  une  droite  déter- 
minée et  dans  un  sens  déterminé.  Non  seulement  nous  désignerons 
par  (r,  s^  le  plan  qui  renfermera,  ou  les  deux  longueurs  r,  s,  ou  deux 

droites  parallèles  à  ces  deux  longueurs,  et  par  (r,  y)»  suivant  l'usage, 
l'angle  que  formera  la  direction  de  /•  avec  la  direction  de.ç;  mais,  de 
plus,  nous  emploierons  la  notation 

Sr 

pour  représenter  la  projection  absolue  de  s  sur  une  droite  menée  per- 
pendiculairement à  /•  dans   le  plan  (r,  s),  et,   pareillement,  nous 
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emploierons  la  notation 

pour  représenter  la  projection  absolue  de  t  sur  une  droite  perpendicu- 

laire au  plan  (;•,  v).  Ces  conventions  étant  adoptées,  l'angle  (  /-, s),  com- 
pris entre  deux  longueurs  mesurées  dans  des  directions  quelconques, 
pourra  être  un  angle  aigu  ou  obtus,  par  conséquent  l'un  quelconque 
des  angles   renfermés  entre  les  deux  limites  extrêmes  o,  -.   Mais 

l'angle  [s,  s,.),  compris  entre  une  longueur  s  et  la  projection  absolue 
de  cette  longueur  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  direction  de  /•, 
sera  toujours  un  angle  aigu  renfermé  entre  les  limites  extrêmes  o,  -• 
D'ailleurs  on  établira  sans  peine  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  1.  —  Soient 

deux  longueurs  dont  chacune  se  mesurera  suivant  une  droite  déterminée 
et  dans  un  sens  déterminé.  L'angle  aigu  \s,s,.)  aura  pour  complément 
V angle  \r,  s)  ou  le  supplément  de  \r,  s),  en  sorte  que  l'on  aura 

Démonstration.  —  En  elTet,  l'angle  compris  entre  deux  droites  qui 
ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan,  n'étant  autre  chose  que  l'angle 
compris  entre  deux  autres  droites  parallèles  aux  deux  premières  et 
situées  dans  un  même  plan,  il  suffira,  pour  établir  généralement  le 
théorème  I,  de  le  démontrer  dans  le  cas  où  les  trois  longueurs 

r.      s.      Sr 

sont  renfermées  dans   un    seul  plan  (/•,  s).  Mais  alors  le   théorème 

devient  évident,  puisque  (r, .y),  (v,  v,.)  représentent  deux  angles 
formés,  par  la  direction  de  v,  avec  les  directions  de  r  et  de  .v,,  c'est-à- 
dire  de  deux  longueurs  mesurées  sur  deux  axes  qui  se  coupent  à 
angles  droits. 

Théorème  11.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  1, 


SI  R  LA  TIIEOKIK  I)  KS  1>U0JE(:T10  \S  OHTHOii  O  \A  LES  .  3W 
on  aura 

('>.)  Sr=  SCOS\.V,  .?,.'. 

el 

(3 1  s,.=  s  sin\  /',  s ). 

Démonstration.  —  En  elîef,  si  l'on  divise  parla  longueur  .v  la  projec- 
tion absolue  de  cette  longueur  sur  une  droite  quelconque,  on  obtiendra 
pour  quotient,  comme  on  sait,  le  cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre 
la  direction  de  y  et  la  droite  dont  il  s'agit.  Donc,  en  faisant  coïncider 
cette  droite  avec  celle  sur  laquelle  se  mesure  la  projection  s,.,  on  aura 

-  r=COS\  .V,  S,-  I. 
S  "  " 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

et  par  suite,  eu  égard  à  la  première  des  formules  ([), 

.Sr=S  sin\/',  s J. 

Tfiéorème  HI.  —  Soient 

r,     s.     t 

trois  longueurs  dont  chacune  se  mesure  suivant  [une  droite  déterminée  et 
dans  un  sens  déterminé.  Supposons  d'ailleurs  que,  des  longueurs 

mesurées  sur  deux  droites  perpendiculaires  à  r,  la  première  s,  soit  projetée 
sur  la  seconde  t,.  La  projection  ainsi  obtenue  sera  la  même  que  la  projec- 
tion de  s  sur  t,,  et  Von  aura 


i  0 


s  cosy.î,  t,.  '  =  Sr  cos\.v,.,  /,.  /. 


hémonstration.  —  Pour  que  le  théorème  111  se  trouve  généralement 
démontré,  il  suffira  évidemment  de  l'établir  dans  le  cas  où  les  trois 
longueurs  ;•,  s,  t  partent  d'un  même  point  0.  Si,  d'ailleurs,  comme  on 
[>eut  le  faire,  on   prend  pour  ^v  lîi  perpendiculaire  abaissée  sur  /•  de 
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l'extrémité  A  de  la  longueur  s,  et  si,  par  la  direction  de  r,  on  mène  un 
plan  perpendiculaire  à  t,.,  les  projections  absolues  de  s  et  de  .y^sur  t,. 
se  confondront  l'une  et  l'autre  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  ce  plan.  Donc  ces  deux  projections,  représentées  par  les 
valeurs  numériques  des  deux  produits 


5COS 


\S,  trj.  SrCO?,\Sr,  tr  j , 


seront  égales  entre  elles.  D'ailleurs,  ces  deux  produits  seront  tous 
deux  positifs  si  les  directions  des  longueurs  s,  t  se  mesurent  d'un 
même  côté  du  plan  dont  il  s'agit,  et  tous  deux  négatifs  dans  la  suppo- 
sition contraire.  Donc  les  deux  produits 

offriront,  dans  tous  les  cas,  non  seulement  des  valeurs  numériques 
égales,  mais  encore  le  même  signe;  donc  ils  seront  égaux,  et  la  for- 
mule (3)  sera  vérifiée. 

Corollaire  I.  —  Si,  après  avoir  substitué,  dans  la  formule  (3),  la 
valeur  de  s,,  tirée  de  l'équation  (2)  ou  (3),  on  efface,  dans  les  deux 
membres,  le  facteur  commun  -y,  on  obtiendra  l'équation 

(5)  COS\^,  f^y=rC0S\5,  Sr)cO?>\tr^  Sr), 
OU 

(6)  cos\5,  tr)=sm\r,  s)cos\tr,Sr). 

Corollaire  IL  —  La  direction  de  S/.^t  étant,  comme  celle  de  tr,  perpen- 
diculaire à  la  direction  de  r,  on  pourra,  dans  les  formules  (4),  (5),  (6), 
remplacer  «^  par  Srj.  Donc  les  formules  (5),  (6)  entraîneront  les  sui- 
vantes : 

(7)  COSV5,  tr,s)=  COë\S,  SrJcOS^  Sr,t,   *r/, 

(8)  cos\s,  Sr,t)=i>iri\r,  s)cos\Sr,t,  Srj. 

D'ailleurs  les  longueurs 
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dont  les  trois  directions  sont  perpendiculaires  à  la  direction  de  r, 
peuvent  être  censées  renfermées  dans  un  même  plan,  la  direction 

de  Sr^t  étant  elle-même  perpendiculaire  au  plan  (  /•,  t),  et,  par  suite,  à 

la  direction  de  t,..  Donc  l'angle  {s,.jy  s,.)  doit  avoir  pour  complément 

l'angle  [s,.,  t,.}  ou  le  supplément  de  [sry  /r)»  et  à  l'équation  (8)  on  peut 
joindre  la  formule 

(9)  cos\5,.,,,  s,-/=sin(^5,-,  /,•/, 

en  vertu  de  laquelle  la  formule  (8)  se  réduit  à 

(10)  cos\s,  5,.j/=  sinVr,  sJs\n\Sr,  t,-!. 

En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

ThéorÈiME  IV.  —  Soient 

r,     s,     t 

trois  longueurs  dont  chacune  se  mesure  sur  une  droite  déterminée  et  dans 
une  direction  déterminée.  On  aura 


cos 
et 

cos 


^5,   «,/=  Sin\r,  5/COS\5r,   <r/, 

\s,  Sr,t)=  sin\r,  s)s'\n\Sr^  tr). 


Supposons  maintenant  qu' un  point  mobile  P  passe  de  V origine  G  d'une 
certaine  longueur  r  à  l'extrémité  A  de  cette  même  longueur.,  en  parcou- 
rant les  divers  côtés  u,  v,  tv,  .  .  .  d'une  portion  de  polygone  qui  joigne  le 
point  0  au  point  A,  et  attribuons  à  chacun  de  ces  côtés  la  direction  indi- 
quée par  le  mouvement  du  point  P.  Si  l'on  projette  les  diverses  longueurs 

/•,    //,    i^    w,    ... 

sur  la  direction  d'une  autre  longueur  s,  la  projection  algébrique  de  r  sera 
équivalente  (voir  la  page  iSy)  à  la  somme  des  projections  algébriques  des 
longueurs  u^  v^  w,  .  .  . ,  et  l'on  aura,  en  conséquence , 

//\\  (/\\  //\\  //\\ 

(11)  rcos\r,  s)=z  u  cos\m,  sJ-\-  v  cos^t»,  sJ-hwcoi\w,  5/  h- .  .  . . 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII.  44 
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Si  l'on  réduit  à  trois  les  longueurs  u,  c,  (v,  ,  ,  . ,  elles  exprimeront  les 
côtés  d'un  parallélipipëde  dont  /•  sera  la  diagonale,  et  alors  la  for- 
mule (i  i)  donnera 

,      ,                      .    //"-\       //.        //\\       V        l^\       w        i /\\ 
(i-^j  (:os\  /•.  .V /=  -cos\//.  s)  -\ cos\  c,  .ç/^ cosImp',  .v /, 

'  /•  '  r  ■    ^     '         y         \     -I    J 

Si,  d'ailleurs,  on  pose,  pour  abréger, 

(i3)  ^' =  //..„.,  T==r.,.,„  \V  = 


II. fi 


r,  1',  ]V  représenteront  les  trois  dimensions  de  ce  parallélipipëde, 
mesurées  sur  des  droites  perpendiculaires  aux  faces.  Enfin,  comme, 
en  projetant  les  longueurs  r  et  u  sur  la  direction  C,  on  obtiendra  évi- 
demment pour  projection  la  longueur  t/ elle-même,  on  aura  encore 


6=/cos\/'.  i  )=:  Il  cos\u,  c 
et,  par  suite. 


cos 


/•,  f^'") 


(i4) 

On  trouvera  de  même 


et  en   substituant  les  valeurs  précédentes  de  -,  -,  -  dans  la  for 

i  f.    y    I. 

mule  (12),  on  en  tirera 

(i5)  ,.^.1  -  ;  )_  cos (,5,  u)co^\r,  V 


r 

COS\l/, 

» 

V 

cos\  /•, 

» 

r 

»' 

u- 

cos'  /• 

r» 

(•o>\s.  pJcos\f\    V  J 
[if,  u)  cosiO^") 


/\ 

COS\S,   (V'/COS' 


t'OsWv.  Il) 

Ajoutons  que  cette  dernière  formule  continuera  évidemment  de  sub- 
sister :  r^  quand  on  échangera  entre  elles  les  longueurs  /•,  .v;  2*»  quand 
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on  remplacera  chacune  des  longueurs  //,  *•,  w,  U,  K,  H' par  une  autre 
longueur  portée  sur  la  même  direction,  ou  môme  sur  la  direction 
opposée,  attendu  que,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (i5), 
chaque  terme  reste  inaltérable,  quand  deux  des  cosinus  qu'il  ren- 
ferme viennent  à  changer  de  signe.  Cela  posé,  il  est  clair  que,  dans  la 
formule  (i5),  les  lettres  //,  <■,  «r  pourront  être  censées  représenter 
trois  longueurs  quelconques  mesurées,  à  partir  d'un  seul  point  0, 
dans  trois  directions  arbitrairement  choisies,  et  les  lettres  (  ,  1",  Il 
trois  autres  longueurs  quelconques  mesurées,  à  partir  du  même 
point  0,  dans  trois  directions  respectivement  perpendiculaires  aux 
trois  plans  («•,  u),  (n-,  //),  (//,  v),  la  longueur  C  étant  mesurée  du 
même  côté  que  //  par  rapport  au  plan  (  c,  n),  la  longueur  l'du  même 
côté  que  <•  par  rapport  au  plan  (n*,  u),  et  la  longueur  IL'  du  même  côté 
que  w  par  rapport  au  plan  (//,  v).  On  se  trouve  ainsi  ramené  au  théo- 
rème de  la  page  i58.  D'ailleurs  l'équation  (j5),  qui  renferme  ce  théo- 
rème, comprend,  comme  cas  particulier,  la  formule  bien  connue 


i6)      cosvy.  .v/  =  cos\/',  «/cos\.v.  uj  -i-  cos\r,  ijcos\s.  c/ -t- cos\/\  ir/cos\5,  iry, 


qui  se  démontre  de  la  même  manière,  et  qui  se  rapporte  au  cas  où  les 
trois  longueurs 

u,        Ç,        4»' 

se  mesurent  sur  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux. 

Si  les  longueurs  /%  s  étaient  comprises  dans  le  plan  (//,  r),  l'équa- 
tion (  iG)  donnerait 

(17)  cot,\f\  s)=:co^\r,  l/)cOs\S,  ///4-COS\/',  (7C0S\5,  rj. 

Il  y  a  plus;  pour  que  l'équation  (17)  subsiste,  il  suffit  que  l'un  des 
angles 

devienne  droit,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  que  l'une  des  lon- 
gueurs /•,  v  se  mesure  ï:ur  une  droite,  ou  comprise  dans  le  plan  (w,  *•  ), 
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ou  parallèle  à  ce  plan.  Enfin  l'équation  (i6)  se  réduira  simplement  à 

(i8)  coè\r^  sJ=n:os\r,  ifji 


COS\S,   Il 

si  les  droites  sur  lesquelles  se  mesurent  les  longueurs  r,  .y  sont  per- 
pendiculaires, l'une  à  la  direction  de  v,  l'autre  à  la  direction  de  (v. 
Mais  alors,  des  deux  longueurs  v,  <p,  l'une,  étant  perpendiculaire  aux 
directions  de  /•  et  de  //,  sera,  par  suite,  perpendiculaire  au  plan(r,  u), 
tandis  que  l'autre,  étant  perpendiculaire  aux  directions  de  s  et  de  m, 
sera  perpendiculaire  au  plan  {s,  u).  Donc,  puisque  les  longueurs  v,  n> 
se  coupent  à  angles  droits,  les  plans  (/-,  u),  (s,  u)  se  couperont  eux- 
mêmes  à  angles  droits.  Réciproquement,  si  les  deux  plans  (;•,  //),  (.v,  u) 
se  coupent  à  angles  droits,  alors,  pour  obtenir  trois  directions  perpen- 
diculaires entre  elles,  il  suffira  de  joindre  à  la  direction  de  u  les  direc- 
tions de  deux  longueurs  v,  w  mesurées  sur  deux  droites  respective- 
ment perpendiculaires  à  ces  deux  plans,  et  l'équation  (i6)  se  réduira 
immédiatement  à  la  formule  (i8). 

En  résumant  ce  qu'on  vient  de  dire,  on  obtient  les  trois  proposi- 
tions suivantes,  dont  la  première,  connue  depuis  longtemps,  renferme 
les  deux  autres  comme  cas  particuliers. 

Théorème  V.  —  Soient 

u,      (^j      w 

trois  longueurs  mesurées  sur  trois  axes  rectangulaires,  et 

r,     s 

deux  autres  longueurs  mesurées  sur  des  droites  quelconques.  On  aura 

cos\r,  s)=cos\r,  u)cos\s,  u ) -h  cos\r,  t^jcos\5,  <'/+  cos(/-,  wJcosXs,  w). 
Théorème  VI.  —  Soient 

deux  longueurs  mesurées  sur  deux  axes  qui  se  coupent  à  angles  droits,  et 

r,     s 
deux  autres  longueurs  dont  l'une  se  mesure  sur  une  droite  comprise  dans 
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le  plan  (  m,  v)  ou  parallèle  à  ce  plan.  On  aura 

cos\r,  5/=cos\/',  Il  jco?,\s,  u/-h  cos\  /■,  i>/.COS\S,  {>). 

Théorème  VII.  —  Nommons 

II 

une  longueur  mesurée  dans  une  direction  quelconque ,  et 

r,     s 

deux  autres  longueurs  dont  les  directions  soient  telles  que  les  plans  (r,  z/), 
(■f,  u)  se  coupent  à  angles  droits.  On  aura 

COS\/",  .Ç/mCOSyr,   Il  JcOS\S,   II/. 

Corollaire.  —  Pour  déduire  du  théorème  précédent  la  formule  (5), 
il  suffit  de  remplacer  les  trois  longueurs 

u,     /•,     s 

par  les  trois  longueurs 

qui  remplissent  évidemment  la  condition  énoncée,  attendu  que  les 

plans 

(s,  Sr)     et     (/,.,  s,.), 

dont  l'un  peut  être  censé  renfermer  la  direction  de  r,  l'autre  étant  per- 
pendiculaire à  cette  même  direction,  se  coupent  à  angles  droits. 

IL   —  Sur  les   relations  qui  e.rislent  entre  les  cosinus  et  sinus  des   angles 
que  forment  l'une  avec  l'autre  trois  droites  parallèles  à  un  même  plan. 

On  déduit  aisément  des  principes  établis  dans  le  paragraphe  I  les 
relations  qui  existent  entre  les  sinus  et  cosinus  des  angles  que  forment 
entre  elles  trois  droites  parallèles  à  un  même  plan,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  trois  droites  comprises  dans  un  même  plan  et  prolongées 
indéfiniment  à  partir  du  même  point  G  dans  trois  directions  détermi- 
nées. En  effet,  nommons 

/•,    s,    t 

trois  longueurs  mesurées  dans  ces  trois  directions,  et  //.  i  deux  autres 
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longueurs  qui  se  mesurent  sur  deux  axes  rectangulaires  tracés  à 
volonté  dans  le  plan  des  trois  premières.  La  formule  (17)  du  para- 
graphe I  donnera 

(1)  cos\r,  .v/=  ros\  r.  ifJcos\s,  ///H-cosw-,  i>/cos\s,  v). 

D'ailleurs,  la  direction  de  St  étant  perpendiculaire  à  celle  de  t,  rien 
n'empêchera  de  prendre 

//  r=  /,  (■  =  S,. 

On  aura  donc  encore 

(2)  COS\/',  .Ç/=COS\/",  //cosV.v.  /  /-|-COS\/'.  .V//COS\.V,  Si). 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  échange  entre  elles  les  lon- 
gueurs /*,  .V,  on  trouvera 

COS\/',  •?/=:  cos\/-,  /  /C0S\A',  /  /  +  cos\.ç.  /•//cos\/-.  /•// ; 

puis,  en  substituant  à  la  longueur  s  la  longueur  s,,  on  obtiendra  l'équa- 
tion 

(3)  cos\  r,  .v</=  cos\/v,  ^//cos\/',  /■,/ 

entièrement  semblable  à  la  formule  (5)  du  paragraphe  ï.  Cela  posé 
l'équation  (2)  donnera 

(4)  0OS\/-.  ,Ç  '=rCOS\  /■.  ^ycOS\.Ç,  ^/+  COS\/-,  /V/COS\.V.   .î//COS\/'/,  .Ç//. 

Mais,  d'autre  part,  /v,  ^,  étant  perpendiculaires  à  t,  on  aura 

cosi  /•,  /•/  '=  sin\  /■,  //.  cos\  .V,  .<?/  /=  siin  .<f.  //. 

Donc  la  formule  (4)  pourra  être  réduite  à 

(5)  cos\  /•,  .v,/=cos\  /•.  t)c.os\s.  /  '+  sin^  /•.  /  'sinv.v,  //cos\/-,.  .v,  '. 

Enfin,  puisque  les  longueurs  /-^  î;  se  mesureront  sur  des  droites  situées 
dans  un  même  plan,  et  perpendiculaires  à  t,  on  aura  nécessairement 


COS\/'/.  Si 
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et,  par  suite, 

(o)  cosV/-,  s J=coi\/-,  //siny.v.  fj±sin\r.  fjsin\s,  tj, 

le  signe  ±:  devant  être  réduit  au  signe  —  ou  au  signe  -f-,  suivant  que 
les  directions  des  longueurs  /•,  ,y  comprendront  ou  ne  comprendront 
pas  entre  elles  la  direction  de  la  longueur  /. 

La  formule  (G)  et  celles  que  l'on  peut  en  déduire  par  des  échanges 
opérés  entre  les  trois  longueurs 

/•.      .ç.      /, 

expriment  des  relations  existantes  entre  les  cosinus  et  sinus  des  angles 

(O).  (Ù-).  (j-i). 

(jue  forment,  l'une  avec  l'autre,  les  directions  de  ces  trois  longueurs. 
(Concevons  que,  pour  abréger,  on  représente  ces  trois  angles  à  l'aide 
des  trois  lettres 

a,      /v,      r. 

Alors,  si  les  directions  des  longueurs  /■,  v  comprennent  entre  elles  la 
direction  de  la  longueur  /,  on  aura 

l  ^^  \ 

et,  par  suite,  la  formule  (G),  dans  laquelle  le  double  signe  ±  devra 
être  réduit  au  signe  — ,  donnera 

(7)  cosù/ +  A)  ^=:  cosfV  cos/y  -siiir/sin^. 

Si,  au  contraire,  les  directions  de  /•  et  de  .v  sont  situées  d'un  même 
côté  par  rapport  à  la  direction  de  r,  on  aura 

et,  par  suite,  la  formule  (G),  dans  laquelle  le  double  signe  ±  devra  se 
réduire  au  signe  -(-,  donnera 

On  se  trouve  ainsi  ramené  aux  formules  connues  qui  déterminent  le 
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cosinus  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  angles  a,  b  en  fonc- 
tion des  sinus  et  cosinus  de  ces  deux  angles.  A  la  vérité,  la  démons- 
tration ici  donnée  de  ces  formules  semble  exiger  que  chacun  des 
angles  a,  b  soit  positif  et  inférieur  à  deux  droits.  Mais  évidemment  les 
formules  (7),  (8)  ne  seront  pas  altérées  si  l'on  fait  croître  ou  diminuer 
l'un  quelconque  des  angles  a,  b  d'un  multiple  de  la  demi-circonfé- 
rence 7ï.  Alors,  en  effet,  chacun  des  termes  que  renferment  ces  for- 
mules conservera  la  même  valeur  numérique  en  changeant  ou  en  ne 
changeant  pas  de  signe,  suivant  que  le  multiple  en  question  sera  le 
produit  de  r.  par  un  nombre  impair  ou  par  un  nombre  pair;  et,  d'ail- 
leurs, il  est  clair  que,  pour  obtenir  un  angle  quelconque,  positif  ou 
négatif,  il  suffira  toujours  de  faire  croître  ou  diminuer  un  certain 
angle  positif,  inférieur  à  deux  droits,  d'un  multiple  de  t:.  Donc,  pour 
que  les  formules  (7),  (8)  se  trouvent  généralement  démontrées,  il 
suffit  de  les  établir  dans  le  cas  particulier  où  chacun  des  angles  a,  b 
reste  compris  entre  les  deux  limites  extrêmes  o,  t:. 

Si,  dans  les  formules  (7),  (8),  obtenues  comme  on  vient  de  le  dire, 
on  remplace  a  par  a  +  -?  on  obtiendra  immédiatement  les  équations 
connues 

(û)  sin(rt  +  t)  =  sina  cos^ -4- sin6  cos«. 

(10)  sin(a  —  h)=-  sina  cos/>  —  sin/>  cosa, 

qui  déterminent  le  sinus  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux 
angles  a,  b,  en  fonction  des  sinus  et  cosinus  de  ces  deux  angles. 

Enfin,  des  formules  (7),  (8),  combinées  l'une  avec  l'autre  par  voie 
d'addition,  on  tirera  immédiatement 

(11)  cos(a  H-  6)  +  cos(tf  —  6)  =  y.  cosa  co%b, 
puis,  en  posant 

a-]-b=p,         a—  b  =  q, 
on  trouvera 

(12)  cosy?  +  cos<}r  =  2  cos^ ^  cosî -• 


Il  est  bon  d'observer  que,  si,  dans  la  formule  (4),  on  substitue  à  la 
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longueur  .y  la  longueur/,,  on  obtiendra  la  suivante  : 

{  ^']         [  ^A     (  ^'^\         (^\     f  ^\     f  ^^-^\ 

(1.1)         cos\/-,  /,/=cos\/-.  //cosW.  /.</+  cos\ /■,  /•//  cosV.V/.  /v  'cosl /•/.  s,J. 

D'ailleurs  si,  dans  la  formule  (3),  on  échange  entre  elles  les  deux 
lettres  s  el  t,  on  en  tirera 


('4) 


Ajoutons  que,  si  une  droite  mobile,  comptée  à  partir  du  point  0, 
tourne  autour  de  ce  point  de  manière  à  s'appliquer  successivement 
sur  la  direction  de  s,  puis  sur  la  direction  de  t,  une  longueur  mesurée 
sur  une  perpendiculaire  à  la  droite  mobile  s'appliquera  successive- 
ment, non  sur  la  direction  des  deux  longueurs  Si,  t„  situées,  la  pre- 
mière, du  même  côté  que  s,  par  rapport  à  t,  la  seconde,  du  même 
côté  que  /,  par  rapport  à  .s,  mais  sur  l'une  de  ces  deux  directions  et 

sur  le  prolongement  de  l'autre.  Donc,  par  suite,  l'angle  (/,,  Si)  sera 

égal,  non  pas  à  l'angle  V^,  t),  mais  au  supplément  de  (.v,  t),  et  l'on 
aura 

(  '  '^  )  COS  \.SV.  /,•  /  =:  —  COS  [s,  t  j . 

Or,  en  vertu  de  cette  dernière  formule,  jointe  à  l'équation  (i/j),  la 
formule  (i3)  donnera 

(i6)  cos(^/-,.,  /.>jeos\y.  /•,)=  cos(^/-,  //cosW,  /,)—  cos(/-,  /•/ jcosl^.v,  //cos'/-,.  Si). 
Mais,  d'autre  part,  on  aura 

(  ■■'^\       .   (^\  (^^\       .   /'^\  /'/\\       .   ('\\ 

cos\/-,  /•,/=  sinl  /\  .ç  /.  cosy/-.  r,  /=  sin\/-,  /  /,  cos^,  /,/=r  sinl.v,  /  ). 

Donc  la  formule  (iG)  pourra  être  réduite  à 

(17)        cos(/',,  /,)sin( /•.  .v/=cos( /•,  /Isini.v,  M--sin(/',  /'cosi.ç.  /  )cos(  r,. /,). 

Gela  posé,  en  représentant,  comme  ci-dessus,  par  a  et  h  les  deux 
angles  \s,  t),  \i\  t),  et  supposant  d'abord  que  les  directions  /%  s  com- 

Œuvres  de  C.   -  S.  II.  t.  MU.  r,\ 
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prennent  entre  elles  la  direction  de  la  longueur  t,  on  trouvera 

\  r.  sj=:  a   J-  h.  cos\  r,,  ts'=^  i  •  oos\/-/.  s,l=z       i  : 

en  sorte  que  l'équation  (17)  se  réduira  inimédiatement  à  l'équation  (9). 
Si,  au  contraire,  les  directions  de  r  et  de  .y  sont  situées  d'un  même  côté 
par  rapport  à  la  direction  de  t,  on  aura 

cosy  /•,.  S/  iz=  \ . 

et,  de  plus, 

',  r,  s)=  a  —  h,  vo<\r.,.  t,,)=  i , 

OU 

\  /•.  s  '=  h       rt,         cctsy  r.,.,  t.  '=      I . 
en  sorte  que  l'équation  (17  )  se  réduira  simplement  à  Téquation  (10). 

JII.        Sur  la  résolution  ries  triangles  rectilignes. 

Soient  /•,  s,  i  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque.  Si,  en  pre- 
nant le  côté  /•  pour  base,  on  adopte  les  notations  établies  dans  le  para- 
graphe I,  on  pourra  représenter  la  hauteur  par  ,v,  et  par  t,.  On  aura 
donc 

(1)  Sr—t,.. 

Mais,  d'autre  part,  on  aura  \voir  la  formule  (3  )  du  paragraphe  1  ] 

(2)  Sr^=s  %n\\  r.  sj,  /,.=  /  sin\/-, //. 

Donc  la  formule  (  1  )  donnera 

s  sin  V  /■,  s  '=  I  siii*  r,  t  '. 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

•  ('^)       ■   (^^) 

}  ^  } 

Cette  dernière  équation  devant  subsister  quand  on  échange  entre  eux 
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les  côtés  r,  .y,  on  en  conclura 


Si  maintenant  on  nomme 


sin\.y,  tj sin\^,  r/ sin\r,  s I 


^'     ^^     •/ 


les  trois  angles  du  triangle  respectivement  opposés  aux  côtés 

/•,       .V,       /. 


Fangle  v.v,  t)  se  réduira  évidemment,  ou  à  Tangle  a,  ou  au  supplément 
de  a,  et  l'on  aura,  par  suite, 

sin\  .V.  //=:  sina. 

On  trouvera  de  même 

sin\/,  /'/=  sin(3, 
sin\  /•.  ,v  /=  sin*^. 

Donc  la  formule  (4)  pourra  être  réduite  à 


sina sinp  siii-^ 


/•  s  f 


On  se  trouve  ainsi  ramené  à  cette  proposition  bien  connue,  que  t^ans 
un  triangle  les  côtés  sont  proportionnels  aux  sinus  des  angles  opposés. 
Kappelons  d'ailleurs   que,  dans   la   formule  (4),  les   trois  angles 

positifs 

y..    3.     •/ 

seront  toujours  liés  entre  eux  par  la  formule 

de  laquelle  on  tire 
et,  par  suite, 

U)<  sina  =  sin(,3  4- y  ),  rosa  =  —  cos(j3  +  y). 

Or,  comme  je  l'ai  Î2L\i\o\v  A^awsV  Analyse  algébrique  {no\.Q\){^^  ),  et  dans 
les  Bésumés  analytiques,  on  peut,  des  équations  (4),  (5\  (6)  jointes  à 


(')  Œuvres  de  Cnucliy,  sérii'  II.  I.  III.  p.   JS;. 
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la  formule  (12)  du  paragraphe  II,  ou  bien  encore  aux  équations  (7)  et 
(9)  (kl  même  paragraphe,  déduire  immédiatement,  avec  la  plus  grande 
facilité,  les  diverses  formules  de  trigonométrie  qui  servent  à  la  réso- 
lution des  triangles  rectilignes. 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  observerons  que,  si  l'on  multiplie 
la  base  /•  du  triangle  donné  par  la  hauteur  v,  correspondante  à  cette 

base,  le  produit 

rsr, 

ainsi  obtenu,  sera  équivalent  au  double  de  la  surface  du  triangle. 
Donc,  si  l'on  nomme  A  cette  surface,  on  aura 

1  1       .  /'^\ 

(  T  )  A  =  -  r.<;,.^=  -  fs  SI n  \  /■.  ,ç 


IV.  —  Sitr  la  triiiononiétric  sphérique. 


Soient 


.ç.     / 


trois  longueurs  mesurées,  à  partir  d'un  même  point  0,  dans  trois 
directions  déterminées.  Ces  trois  longueurs  seront  les  trois  arêtes 
d'un  certain  angle  solide  triêdre  formé  par  les  trois  plans 

{s.  ().     (/,  /•).      (/•.  S): 
et  comme 

représenteront  les  projections  absolues  des  longueurs  v,  t  sur  des  per- 
pendiculaires élevées,  dans  les  deux  plans  (r,  s),  (r,  t),  à  la  commune 
intersection  /•  de  ces  deux  plans,  il  est  clair  que 

iCr.) 

représentera  l'angle  dièdre  opposé,  dans  l'angle  solide  dont  il  s'agit,  à 
l'angle  plan  (.v,  t).  Cela  posé,  faisons,  pour  abréger, 

a=\s.().  h=:{t.r),  r={/\s), 


et  traçons,  sur  la   surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  l'unité,  le 
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triangle  dont  les  sommets  coïncident  avec  les  points  où  cotte  surface 
est  traversée  par  les  directions  des  arêtes  /•,  s,  t.  Les  six  lettres 

(/,     h.     f  ;  a .      5 .      y 

représenteront  les  trois  côtés  du  triangle  sphérique  construit  comme 
on  vient  de  le  dire,  et  les  trois  angles  opposés  à  ces  côtés.  Ce  n'est  pas 
tout;  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

les  trois  lettres 

//,     s,     T 

représenteront  les  projections  absolues  des  trois  longueurs 

/■.     s.      I 

sur  trois  droites  respectivement  perpendiculaires  aux  trois  plans 
et  les  trois  longueurs 

/•.      s.'    L 

considérées  comme  arêtes  d'un  tétraèdre,  formeront,  avec  les  faces 
opposées  à  ces  arêtes,  des  angles  dont  les  sinus  seront  respectivement 
égaux  aux  cosinus  des  trois  angles  A,  \t.,  v,  déterminés  par  les  for- 
mules 

'/.=[,■//{).      ij.=(Cs},      v=(/,  y). 

J'ajoute  que  les  relations  existantes  entre  les  angles 

a,     h,     <■:  y.,     p,     y;  À,   /a,     v 

pourront  être  aisément  découvertes  à  l'aide  des  principes  établis  dans 
le  paragraphe  1.  Entrons,  à  ce  sujet,  dans  quelques  détails. 

Observons  d'abord  que  si,  après  avoir  construit  un  parallélipipède 
dont  les  arêtes  soient  les  trois  longueurs 

on  prend  pour  base  de  ce  parallélipipède  le  parallélogramme  dont  les 
côtés  sont  les  longueurs 

s.      t. 
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et  pour  base  de  ce  parallélogramme  l'arête  t,  Taire  A  du  parallélo- 
gramme et  le  volume  V  du  paralléiipipëde  se  détermineront  par  les 
formules 

(0  \  =  (s,.  \  =A/-,.,, 

desquelles  on  tirera 

(2)  \  =ts,r,j. 

Comme  on  aura,  d'ailleurs, 

s,=  s  cosUv,  .V/  /=  .V  sin  \  .V,  fj, 

et 

la  formule  (2)  donnera 

(3)  \  =  rst  sin'  s,  i)vos\  i\  r,t}- 

Donc,  si  l'on  désigne  par  ^rst  le  volume  du  parallélipipède,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  si  l'on  pose 

(4)  •  o  =  —, 

rst 
on  aura 

'}  =  sin  \s.  tj co'>\  r.  r,,,). 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  échange  entre  elles  les  lettres  r,  .v, 
t,  on  obtiendra  deux  nouvelles  valeurs  de  6,  et  Ton  trouvera 

(5)  6=  sin'.v.  f)co?,\r\  r,  J=sinU.  r)cos[s,  3^.)=  ^iu{j\  .sJcoÀj,  t,..,), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)  Ôi=sin(5.  tJcoÀr.  /VJ=sinU,  /-jcosU,  S)=siu[r.  s)cos{lT), 

par  conséquent 

(7)  &  rr:  sina  cosÀ  =  sin6  cos/J.  =  sine"  cosv. 

La  valeur  de  ô  fournie  par  chacune  des  équations  (5),  (6),  (7)  n'est 
évidemment  autre  chose  que  la  valeur  de  V  correspondanle  au  cas  où 
l'on  aurait 

c'est-à-dire  le  volume  du  parallélipipède  qui  a  pour  arêtes  trois  lon- 
gueurs équivalentes  à  l'unité,  et  mesurées,  à  partir  du  point  0,  sur  les 
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directions  de  /*,  v,  t.  Ce  volume  est  d'ailleurs  sextuple  du  volume  du 
tétraèdre,  que  l'on  peut  construire  avec  les  mêmes  arêtes,  et  que, 
pour  abréger,  je  désignerai  par  la  notation  (/•,  v,  t). 

Il  est  bon  d'observer  encore  que,  les  directions  des  longueurs  S  et  7 
étant  perpendiculaires  à  la  direction  de  /•,  celle-ci  sera  perpendiculaire 
au  plan  (.V,  T).  Pareillement  la  direction  de  .v  sera  perpendiculaire  au 

l)lan  (J,  /?),  et  la  direction  de  t  au  plan  ( /î,  .s).  Donc,  si,  comme  on 
peut  le  supposer,  les  trois  longueurs  li.  S,  T  se  mesurent,  ainsi  que  r, 
.V,  t,  sur  des  droites  qui  partent  du  point  0,  le  tétraèdre  (;•,  v,  /),  qui 
aura  pour  arêtes  les  trois  longueurs  /■,  .v,  /,  et  le  tétraèdre  (/?,  S,  T)  (|ui 
aura  pour  arêtes  les  trois  longueurs  /?,  S,  T,  jouiront  de  cette  pro- 
priété remarquable,  que  les  arêtes  de  l'un  seront  perpendiculaires  aux 
faces  de  l'autre.  Ajoutons  que,  si  une  face  mobile,  et  limitée  par 
l'arête  /•,  tourne  autour  de  cette  arête  de  manière  à  s'appliquer  succes- 
sivement sur  la  face  (/■,  t),  puis  sur  la  face  (>,  v),  une  longueur  mesurée 
à  partir  du  point  0,  dans  une  direction  perpendiculaire  au  plan  de  la 
face  mobile,  s'appliquera  successivement  non  sur  les  directions  des 
longueurs  S,  T  situées,  la  première  du  même  côté  que  v,  par  rapport 
au  plan  (/•,  t),  la  seconde  du  même  côté  que  t,  par  rapport  au  plan 
(r,s),  mais  sur  l'une  des  deux  directions  5,  T  et  sur  le  prolongement 
de  l'autre.  Cela  posé,  les  deux  triangles  sphérifjues  qui  auront  pour 
sommets  les  points  ou  les  arêtes  des  deux  tétraèdres  {r,s,  t),  (B,  S,  T) 
traverseront  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  l'unité,  seront 
évidemment  ce  qu'on  appelle  deux  triangles  supplémentaires  l'un  de 
l'autre,  c'est-à-dire  deux  triangles  dont  l'un  a  pour  côtés  les  supplé- 
ments des  angles  de  l'autre. 

Soit  maintenant  6  le  volume  du  parallélipipède  qui  aurait  pour 
arêtes  trois  longueurs  équivalentes  à  l'unité,  et  mesurées,  à  partir  du 
point  0,  sur  les  directions  de  B,  S,  T.  A  la  formule  (Ji)  on  pourra 
joindre  la  suivante 

-sin(/?,  .v)cos(r.  7V.v). 
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Mais  les  longueurs  /•,  R^.,,  dont  chacune  sera  perpendiculaire  au 
plan  {S,  T),  se  mesureront,  à  partir  du  point  0,  sur  une  même  droite; 
et  comme  l'angle  aigu,  formé  par  cette  droite  avec  la  direction  de  R^ 
pourra  être  représenté  par  chacune  des  notations 

on  aura  nécessairement 

[li,  Rs_r)={i\R). 


On  trouvera  de  même 


'^',  Sr,,i)  =  (Xs}. 


donc  l'équation  (8)  donnera 

(9)  &=sm\S,  7Vcos(/-. /?)r=siii(  y;  r)co?,{s,  s)=  sini/R^) co A  iCl'I. 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(10)  0  =  sina  cos>.  =  sin[3  cos|jLr=  sin-^  cosv. 

Si  l'on  combine  entre  elles,  par  voie  de  division,  les  formules  (7  )  et 
(10),  on  sera  immédiatement  conduit  à  la  suivante 


0 

slna 

siii  0 

sine 

Q~ 

sin  a 

sin  {3 

sin  y 

0 
D'ailleurs  ^  représente  évidemment  ici  le  rapport  des  volumes  des 

parallélipipèdes,  ou  bien  encore  des  tétraèdres  dont  les  arêtes  équiva- 
lentes à  l'unité  se  mesurent,  d'une  part,  sur  les  directions  des  lon- 
gueurs ;%  .y,  t,  d'autre  part,  sur  les  directions  des  longueurs  R,  S,  T. 
On  se  trouve  donc  ainsi  ramené  à  la  proposition  connue  dont  voici 
l'énoncé  : 

Théorème  i.  —  Un  triangle^  trace  sur  la  surface  de  la  sphère  dont  le 
rayon  est  Vunité,  offre  des  côtés  dont  les  sinus  sont  proportionnels  aux 
sinus  des  angles  opposés  à  ces  mêmes  côtés,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
aux  sinus  des  côtés  du  triangle  supplémentaire,  le  rapport  entre  les  sinus 
des  côtés  correspondants  des  deux  triangles  étant  précisément  le  rapport 
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entre  les  volumes  des  deux  tétraèdres  qui  ont  pour  arêtes  les  rayons  menés 
du  centre  de  la  sphère  aux  sommets  de  ces  triangles. 

Les  sinus  des  angles  a,  h,  c,  a,  (3,  y,  et  les  cosinus  des  angles  >.,  a, 
V  ne  sont  pas  seulement  liés  entre  eux  par  les  formules  (7),  (8);  ils 
vérifient  encore  certaines  équations  dont  Tune  coïncide  avec  l'équa- 
tion (7)  ou  (10)  du  paragraphe  I,  tandis  que  les  autres  se  déduisent  de 
celle-ci  à  l'aide  d'échanges  opérés  entre  les  trois  lettres/-,  .v,  t.  Telle 
est,  par  exemple,  Téqualion 

(  I  ■>.  )  cos \  /•,  /".,■  /  '  =  cos  \^ /•,  /•,  /  \  eus /•,.,  /•, ,  j 

que  le  septième  théorème  du  paragraphe  I  peut  fournir  immédiate- 
ment, attendu  que  le  plan  (/•„  /vO  passant  par  deux  droites  perpendi- 
culaires à  s  sera  lui-même  perpendiculaire  à  v,  et,  par  suite,  au  plan 
(/•,/•,)  qui  renferme  la  longueur  .s.  Comme  on  aura  d'ailleurs  fiwVles 
formules  (i)  et  (9)  du  paragraphe  I] 

cos\  /',  /-.J^  sin\r,  .v /.  cos^/-.,.  r, ,  /=  sin\  /•,-,  /,/, 

l'équation  (^12)  pourra  être  réduite  à 

(i3)  cos\ /•,/-,<,//:=  sin\/\  .v/sinl/-,-.  <.,/, 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  à 

(i'',  )  cos7.  =  sine  sin[3. 

On  établira  de  la  même  manière  les  six  équations  comprises  dans  les 
trois  formules 

!cosÀ  =  sin^siny:=^incsinti, 
cosjjL  =  sin  (•  sinoc  =;  siiirt  siii  y. 
cos  y  =  sin  a  sin|3  r=  sin  b  sin  a, 

desquelles  on  tire  non  seulement 

sin« sin^  sinr 

sin  a        sin  [3         siir/ 

mais  encore 

(16)  cosX  cos|jLCOSv  =  sin  a  sin^  sine  sin  a  sin  (3  sin  y. 
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Ajoutons  que,  des  formules  (i.5),  combinées  avec  les  équations  (7) 
et  (10),  on  tire 

90  =  sins;  sina  cos-/.  =  sina  siri  b  sine  siii  y.  sin|3  sinv. 

et,  par  conséquent,  eu  égard  à  la  formule  (16), 

(17)  COS>.  COS|JlCOSV  =  6*0. 

On  se  trouve  ainsi  conduit  au  théorème  qui  s'énonce  dans  les  termes 
suivants  : 

Théorème  II.  —  Deux  triangles  supplémenlaires  Viui  de  C autre  étant 
tracés  sur  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  l'unité,  les  trois  rayons 
menés  du  centre  de  la  sphère  aux  sommets  du  premier  triangle  formeront, 
avec  les  trois  rayons  menés  du  même  centre  aux  sommets  correspondants 
du  second  triangle,  trois  angles  dont  les  cosinus  offriront  un  produit  équi- 
valent au  produit  des  volumes  des  deux  parallélipipèdes  qui  auront  pour 
arêtes,  l'un  les  trois  premiers  rayons,  l'autre  les  trois  derniers. 

On  pourrait  encore,  des  formules  (7),  (10),  (11),  (iV),  déduire 
immédiatement  les  équations 

(lo)  siiia  sin^  sine  =   ,->  >iii  jc  siti  i  siny  =  — . 

qui,  jointes  à  la  formule  (16),  reproduisent  l'équation  (17  ). 

Aux  diverses  formules  que  nous  venons  d'obtenir,  on  peut  joindre 
les  équations  (5)  et  (17)  du  paragraphe  H,  qui  continuent  de  subsister 
dans  le  cas  même  où  les  trois  longueurs  /•,  v,  t  cessent  d'être  renfer- 
mées dans  un  même  plan.  En  effet,  pour  établir  généralement  ces 
équations,  il  suffira  de  recourir  au  théorème  VI  du  paragraphe  I. 
Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  veuille  établir  la  formule  (5) 
du  paragraphe  II,  en  supposant,  comme  ci-dessus,  que  les  trois  lon- 
gueurs r,  s,  t  se  mesurent,  dans  trois  directions  quelconques,  à  partir 
d'un  même  point  0.  Le  théorème  VI  du  paragraphe  I  donnera 

(19)  cos\/',  5/=  cos\r,  ///cosLî,  «/+coslr,  r)cos\*,  v), 

u,  V  étant  deux  longueurs  nouvelles  mesurées  sur  deux  droites  per- 
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pendiculaires  Funo  à  l'autre,  et  tellement  choisies  que  le  plan  (a,  r) 
soit  parallèle  à  l'une  des  longueurs  /•,  .v.  Or  ces  conditions  seront  eilec- 
tiveinent  remplies  si  l'on  prend 

puisque  alors  le  plan  (//,  r^  pourra  être  censé  se  confondre  avec  le 
plan  (v,  /),  et  que  d'ailleurs  s,  sera  perpendiculaire  à  t.  En  consé- 
quence, on  tirera  de  la  formule  (19) 

(•io)  cosl /•,  s)=icos\  /\  //cosLv.  t)-h  cos\r.  .y</cos' .ç,  s,). 

Mais,  d'autre  part,  on  aura  [voù-  la  formule  (  "))  du  paragraphe  1 1 

COS\/',  ,V, /=COS\  /•,  /V/COï>\/V.  S/J. 

Donc  la  formule  (  i>o)  donnera 

(•.il)        COSW-.  yy=cos\  /•.  f)co?,\s.  1 1  -i-  cos'  r.  /•,  'cosl.v.  .y//cos\  /•/.  s,}. 
Enfin  l'on  aura  [fo^Vla  première  des  formules  (i)  du  paragraphe  Ij 

coslr,  r/j=sinw',  t),         cos\,ç,  St)=^i\^\s.  tj. 
Donc  la  formule  (21)  pourra  être  réduite  \\ 


(  22  I  cos\r,  s }■=  coè\r\  t)cos\s,  /  '  4-  sin'  /•.  /  'sini  ^,  //cos'  /•,,  Stj. 

Ainsi,  en  partant  du  théorème  VI  du  paragraphe  I,  et  raisonnant, 
d'ailleurs,  comme  dans  le  paragraphe  II,  on  établit  immédiatement, 
pour  tous  les  cas,  la  formule  (5)  de  la  page  35o,  et  il  est  clair  que  l'on 
établira  généralement  de  la  même  manière  la  formule  (17)  de  la 
page  353,  c'est-à-dire  l'équation 


l^ 


Ajoutons  qu'en  vertu  des  notations  adoptées,  les  formules  (  22  ),  (23) 
pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

(24  )  cosc  :=^  COS  a  cos  6  -f-  sina  sin6  cos  y, 

(  25j  sinr  cos (3  =  sin  a  cosb  —  sinb  cosa  cosy. 
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Si,  aux  formules  (22),  (23),  on  joint  celles  que  l'on  peut  en  déduire 
à  l'aide  d'échanges  opérés  entre  les  trois  lettres  /•,  .y,  t^  on  obtiendra 
en  tout  neuf  équations,  savoir,  trois  équations  semblables  à  la  for- 
mule (22),  qui  pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

.    cosa  =  cosZ' cosc -t- sin^  sine  cos  a, 

(26)  <    cos/^  =  cosc  cosa -f- sine  sin«  cos[3, 
(  cose  =  cosa  cos^  +  sinasin/y  cosy, 

et  six  équations  semblables  à  la  formule  (^23)  qui  pourront  s'écrire 
comme  il  suit  : 

II    sina  coso  =  sin  e  cos//  —  sin />  cosr- cosa, 

(27)  ,      .  .     .  .  , 

/   sin  a  ces  y  =  sm  h  cos  e  —  sin  e  cos  h  cos  a; 

i   sin  6  cos  7  r=  sin  a  cose — sin  e  cosa  cos  S, 

(28)  •    /  • 

I   sinO  cos  a  =  SI  11  c  cosa  —  sin  a  cose  cosc; 


(29) 


\  sine  cos  a  =  sin/>  cos«    -  sin  a  cos/v  cosv, 
I   sin  e  cosê  =  sin  a  cosb  —  sin  h  cose/  cosy. 


D'ailleurs,  pour  obtenir  les  équations  (27),  il  suffit  de  substituer, 
dans  la  deuxième  et  la  troisième  des  formules  (26),  la  valeur  de  cos  a 
fournie  par  la  première;  et,  par  suite,  on  peut,  de  l'équation  (24), 
tirer,  avec  la  plus  grande  facilité,  non  seulement  les  trois  for- 
mules (26),  mais  encore  les  formules  (27),  (28),  (29). 

Il  y  a  plus  :  on  peut,  comme  on  sait,  déduire  de  la  seule  équa- 
tion (24),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  première  des  équa- 
tions (26),  les  principales  formules  de  la  trigonométrie  sphérique, 
telles  qu'on  les  trouve  dans  un  grand  nombre  d'ouvrages  et  de  mémoires, 
entre  lesquels  on  doit  remarquer  le  Mémoire  inséré  par  Euler  dans 
les  Acta  Acadcmiœ  Petropolitanai  de  l'année  1779.  Avant  de  terminer 
ce  paragraphe,  je  rappellerai,  en  peu  de  mots,  comment  ces  déductions 
s'effectuent. 

D'abord,  si  l'on  échange  entre  eux  les  deux  triangles  sphériques 
supplémentaires  l'un  de  l'autre,  dont  le  premier  a  pour  côtés  a,  b,  c, 
et  pour  angles  a,  $,  y,  on  obtiendra,  non  plus  les  formules  (26),  (27), 
(28),  (29),  mais  celles  qu'on  en  déduit  quand  on  y  remplace 

e/,     b,     (\  a.     S,     y 
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par 

-       a,     -       6,     71       •/.     T.       n,     T.     -h,     Ti  —  (■; 

c'est-à-dire  les  é(|nations 

Î(;osa  =  sinêsinycosa  — cosêcosv, 
cosê  =^  siny  sina  cosZ;  —  cosy  cosa, 
cos  y  =  sina  sinS  cosr  —  cosotcosê; 
\  sina  cosh  z=  sin  y  cosê  -h  sine  cosy  cos«, 
/  sina  cos  r- ::=  sinS  ros  y  4- sin  y  cosê  cosrt; 
(  sine  cosr-  =r  sin  a  ces  y  -f-  sin  y  cosa  cos/î>. 
(  sinb  cos(7  =  sin  y  ces  a  -I-  sin  a  cosy  cos/>: 
sin  y  cosa  =  sine  cosa  +  sin  a  cosê  cos^-, 
sin  y  cos/j»  =  sin  a  cosê  +  sine  cos  a  cos/--. 


(3i 


(33) 


Observons  d'ailleurs   :    i"  que   les  équations  (27^,  (28),  (29)  sont 
linéaires  par  rapport  aux  trois  sinus 

sine/,      siii/>,      sinr, 

et  les  équations  ('5i),  (32),  (33)  par  rapport  aux  trois  sinus 

sina,      sine,      sin  y: 

2°  que,  pour  déduire  les  équations  (3i),  (32),  (33)  des  équations  (27), 
(28),  (29),  il  suffit  de  reinpiacer,  dans  celles-ci, 

sinr?,      sin6,      sinr 

P'"'  .  ... 

sina,     sino,     siny. 

Il  résulte  immédiatement  de  ces  observations,  que  les  valeurs  des 
rapports 

sin^        sin  c 


sina        sinr/ 


déterminées  par  deux  quelconques  des  équations  (27  ),  (28),  (29),  se 
confondent  avec  les  valeurs  des  rapports 


sin  o        sin  y 
sina        sina 


déterminées  par  deux  des  é(|iiations  (3i),  (32),  (33).  Donc  l'équa- 
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lion  (24)  entraîne  avec  elle  les  deux  formules 

sin  ê        bin/y  sin  y        siii  c 


(34) 


sina        sin«  sina        sin« 


comprises  l'une  et  l'autre  dans  la  suivante 

(35) 


sin  5(  sin  b         siir^ 

>\nn         si  11  />         sinr 


et,  par  conséquent,  dans  la  formule  (11).  Au  reste,  on  peut  encore 
déduire  immédiatement  la  première  ou  la  seconde  des  formules  (34), 
des  équations  (33)  ou  (32),  jointes  aux  formules  (26).  Ainsi,  par 
exemple,  quand  on  élimine  sin  y  entre  les  équations  (33),  on  obtient 
la  formule 

sin  c  (  cos«  —  cosZ>  cosc)  cos  ê 

sin  5;        (ros/>  —  cos  r  cos  a)  cos  a 

qui,  étant  jointe  aux  deux  premières  des  équations  (26),  reproduit  la 
formule  (34). 

Lorsque,  étant  donnés  les  trois  côtés  a,  b,  cd'un  triangle  sphérique, 
on  veut  déterminer  l'un  des  angles  7.,  o,  y,  il  suffit  de  recourir  à  l'une 
des   équations  (^26).   S'agit-il,    |)ar  exemple,   de  fixer   la  valeur  de 

l'angle  y  oul/-,,^-,  );  on  aura  en  vertu  de  l'équation  (24), 

,  „ ,,  cos  c  —  cos  a  cos  b 

(3b  -  .•os-/= -. ^7- — . 

'  sin  a  sin /> 

Alors  aussi  on  déduira  sans  peine  les  valeurs  des  lignes  trigonomé- 
triques 

sin  -5      (OS  - 

■>.  2 

de  l'équation  (36),  jointe  aux  deux  formules 

.     ,7  I  —  COS7  •/  l-f-C0S7 

Sin-  -  = '-  5  cos-  -  =  ~ '  > 

et,  en  posant,  pour  abréger, 
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on  trouvera 


(3;) 


sin(/>  —  a)  sin(/?  —  b) 

sina  sin^ 

sin  p  sin  (/>    -  r) 
sinr/  sin/> 

On  pourra  même,  de  ces  deux  dernières  formules,  tirer  immédia- 
tement les  valeurs  de 


taiii 


cos  - 


•/  =  '2  sin  -  cos  -  , 


et  l'on  trouvera  ainsi  : 

(38) 


t.n,^=y/ 


sin(/?  —  a)  sin(  />  - 

-h) 

sin  p  sin(  p  -  r 

(■^9) 


sin/ 


y  [a'inp  sin(/>  -    a)  sin(/>       b)  sin{p  —  r)] 
sirirt  sin /y 


par  conséquent, 

sin/ \/[sin/>  sin(/^  —  a)  sin{p  —  b)  sin{p       c)] 

sin  r  sina  sinb  sin  r 

Le  second  membre  de  la  dernière  équation  n'étant  pas  altéré,  quand 
on  échange  entre  eux  les  sommets  et,  par  suite,  les  côtés  du  triangle 
sphérique  que  l'on  considère,  le  premier  membre  devra  jouir  de  la 
même  propriété;  d'où  il  résulte  qu'on  peut  encore  revenir  immédia- 
tement de  l'équation  (39) à  la  formule  (35).  D'ailleurs,  l'équation  (39) 
pouvant  s'écrire  comme  il  suit 


•>  \  sin/>  pin  (/>       n)  sin  ( p  —  h)  s\n( p  —  r)]  =:  s\na  sin/>  sin/, 

donnera,  eu  égard  aux  formules  (7  )  et  (i5), 

(  '|o)  0  :=•>.  \'[sin/;  sin(/>  —  a)  sin(/>  —  h)  s\n{p  —  r)]. 

L'équation    (4<>^    entraine    évidemment    le    théorème    dont    voici 
l'énoncé  : 


Thkorimk   III.  — Soient 


(t.       h.       (■ 
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les  trois  côtés  d'un  triangle  spliéiique,  tracé  sur  la  surface  de  la  sphère 
qui  a  l'unité  pour  rayon ^  et  p  le  demi-périmètre  de  ce  triangle.  Le  produit 
des  sinus  des  quatre  angles 


offrira,  pour  racine  carrée,  la  moitié  du  volume  du  parallélipipède  dont 
les  arêtes  seront  les  rayons  menés  du  centre  de  la  sphère  aux  trois  sommets 
du  triangle  sphérique  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  triple  du  volume  du 
tétraèdre  construit  a^'ec  ces  arêtes. 

Il  est  bon  d'observer  que  chacune  des  formules  (36),  (37),  (38) 
détermine  complètement  la  valeur  de  l'angle  y,  toujours  positif  et 
inférieur  à  deux  droits,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  de 

l'angle  '^ ■>  toujours  positif  et  inférieur  à  un  droit.  Cela  posé,  il  est  clair 
que  les  formules  (37),  (38),  qui  se  prêtent  d'elles-mêmes  aux  calculs 
par  logarithmes,  fournissent  le  moyen  de  résoudre  très  facilement  un 
triangle  sphérique  dont  les  trois  côtés  sont  connus.  Les  formules 
analogues  que  l'on  déduira  de  celles-ci,  en  substituant  au  triangle 
sphérique  proposé  le  triangle  supplémentaire,  fourniront  le  moyen 
de  calculer  les  côtés  a,  h,  c,  du  premier  triangle,  lorsque  ses  trois 
angles  a,  Ç,  y  seront  connus.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il 
s'agisse  de  calculer  le  côté  c.  Alors,  en  posant 

a  +  ê  +  y  =  î>.  CT. 

et  remplaçant,  dans  les  formules  (37),  (38), 

a,     h,     (\     />,     y 


par 


on  trouvera 
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71  —  a,       71  —  c.       T.  —  y, —  TTT,       TT 


(■'.■) 


v[-- 


c  r  cos  f  cj  —  a  )  cos  (  GT  — ■  ê  ) 

cos      —  *    /   I 


sin  a  sine 


.    c  /r  cosGj  cos(g7 — ^y)! 

''"  -  =  v/  — -■ — •  ^ 

•X        V    L         sina  sinb         J 


,,    ,  c  /r        cosnjcos(5J  —  y)       "1 
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Quant  à  la  résolution   d'un  triangle  sphérique,   dans  lequel  on 
connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris,  ou  un  côté  et  les  deux  angles 
adjacents  à  ce  côté,  elle  se  tire  sans  peine  des  considérations  suivantes. 

Concevons  que  l'on  combine  par  voie  d'addition  ou  de  soustraction 
les  deux  formules  (29).  On  trouvera  ainsi  : 

l  (cosa  +  cos  ê)  sinr  =  (i  —  (■osv)  sin(a  +  ^), 
(  jo)  < 

(  (cos  6  —  cos  y.)  sine  =  (i  +  cosy)  sin  {a  —  b). 

Mais,  d'autre  part,  on  tirera  de  la  formule  (35) 


(44) 


sin  6 


sin  a  —  sin  b  sin  y 

siurt  +  sinZ»        sin  a  —  sin/v        sine' 


par  conséquent, 

(   (sina -f- sine)  sine  =  siny(sinrt  +  sin6), 
(45)  I       .  .  . 

(   (sin  a  —  sinê)  sine  =  sin  y  (sin  a  —  sin^). 

Enfin,  on  aura  identiquement 


cosa  -(-  cos  6=2  cos 


cos 


cos  6  —  cos  y.  jrr  o.  sin 


.    «            .     a  -i-  6        a 
sin  y.  -\~  sin  6  =  2  sin  cos  — 


sin  a  —  sin 


.    a  —  ê        a  4-  6 
■i  sin cos ; 

2  îî 


et,  par  suite, 


y  -\~  ^        sin  a  -f-  sin  ê        cos  o  —  cosa 

tang = ■ g  = r-^, 

•'.  cosa -h  cos  6        sin  a  —  sin  6 

y  —  6        cos  6  — •  cosa        sin  y  —  sin  6 


tans 


sin  y  H-  sin  c        cosa  +  cos( 


Donc,  eu  égard  aux  formules  (43)  et  (45),  on  trouvera 


(46) 


tang 


tant 


a  H-  6 siny       sina  +  sin  h  i  +  cosy    sin  (a  —  b) 

2             1  —  cosy    %ix\{a-{-b)  siny       sina  —  ûnb 

y  —  ê I  H-  cosy    sin  («  —  b)   sin  y       sina  —  sin6 


siny       sina-hsin^         1  —  cosy    sin(a  +  />)' 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 


(47) 


tans 


tani 


cos 

a  — 

b 

•^ 

cos 
sin 

a  -+- 

b 

2 
a  — 

b 

2 

sin 

a  + 

b 

cot-^» 


cot^ 

2 


Œuvres  de  C  —  S.  II,  l.  XIII. 
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Si  Ton  remplace  le  triangle  spliérique  donné  par  le  triangle  supplé- 
mentaire, on  devra,  dans  les  formules  (47)>  remplacer 


par 


a,     b,     c.     Cf.,     6,     y 

n  —  a,     71  —  o,     71  — y,     tt  —  a,     tt  —  b,     rr — c. 

On  aura  donc  encore 

a-  8 


(48) 


cos 

a+  6                  2  c 

tang = tane  -  » 


.     a  —  6 

,         sin 

a  —  b                   2  c 

tang =  s  tang-, 

*      2  .    a  +  ê       "2 


sin 


puis  on  en  conclura 


(49) 


2                  a  +  b         [C 
=  cot  -tang  -t 

a  —  o  2  2 


.    a+  5 

sin , 

2                  a  —  b  c 
■=:  col tang  -  ■ 

.    a  —  6  2  °  2 

sin 


D'ailleurs,  les  formules  (43)  peuvent  s'écrire  comme  il  suit 

a  +  ê         a— ê        sin(aH-Z')    .    „y 
—  cos = ^ sin-  '--, 


cos 


(5o) 


.     a  +  ê.     y.  —  ê        sin  (a  —  b)        .y 
sin  sin  = ^ cos*  — 


et,  en  ayant  égard  aux  deux  équations  identiques 


sine  tang  -  r=:  2  sin-  -  5  sinr  cot  -  =:  2  cos'^  -} 

2  2  2  2 


on  tire  des  formules  (49)»  combinées  avec  les  formules  (5o)  par  voie 
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de  multiplication  ou  de  division, 


,  a  —  c         .   ,  a  4-  6  2 

cos-  =  sin- : 

?.  1         .       c 

sin-  — 


.    ,  a  —  o         .    ,  CL  —  b  2 

sin- =  sin-  ■ 

2  2         .   ,  c 

sin-  - 


Pour  réduire  ces  dernières  aux  équations  connues 

!aH-ê        c              a  +  b    .     y  a  —  ê.c         .    a  -{-  b   .     y 

cos cos-  =  cos sin  -  >  cos  sin  -  =  siii sin  -» 

2                 2                          2                  2  2                  2                         2                  2 

.     a  +  b         c              a  —  b         y  .a  —  o    .     c         .a  —  b         y 

sin cos  -  =  cos  cos  -?  sin sin  -  m  sin cos  '-? 

2                 2                          2                   2  2                 2                         2                  2 

il  suffira  d'extraire  les  racines  carrées  de  chaque  membre,  puis  d'ob- 
server :  1°  que,  chacun  des  angles 

a        1)     \c  y.        S        y 

—  >      —  >     —  1  —  >      -  >      - 

2  2  2  2  2  2 

étant  inférieur  à  un  droit,  chacune  des  lignes  trigonométriques 

.    c             c        .y             y         .    a  -\-  b        .a  +  6             a  —  b  a  —  ê 

sin  -  5     cos-,     sin  '  ?     cos  -  j      sin ?      sin •>     cos •>      cos 


2  2.  2  2 


sera  positive  ;  2**  qu'en  vertu  des  formules  (  ^19),  cos sera  un  cosi- 
nus alfecté  du  même  signe  que  les  deux  quantités 


a  -\-  b  a  -^  b 

col 1      cos : 


.     a  —  ê  . 

et  Sin un  sinus  affecté  du  même  signe  que  les  deux  quantités 


a  —  b        .    a  —  b 
col ,      sin ' 


Les  formules  (4?)  6l  (4^)»  analogues  à  celle  qui,  dans  la  Trigono- 
métrie recliligne,  sert  à  la  résolution  d'un  triangle  dans  lequel  on 
connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris,  constituent  ce  qu'on  appelle  les 
analogies  de  Nêper.  Observons  d'ailleurs  qu'on  les  reproduira  immé- 


31-2  MÉMOIRE 

diatement  si  l'on  combine  entre  elles,  par  voie  de  division,  les  for- 
mules(52). 

Les  formules  (47)»  jointes  à  l'une  quelconque  des  formules  (4^)  ou 
(52),  fournissent  le  moyen  de  résoudre  complètement  un  triangle 
sphérique  dans  lequel  on  connaît  deux  côtés  a,  b  et  l'angle  compris  y. 
En  effet,  un  tel  triangle  étant  proposé,  on  pourra  déduire  immédiate- 
ment des  formules  (47)  les  demi-sommes 

a  +  ê        a  —  6 

5         » 

2  2 

renfermées,  la  première  entre  les  limites  o,  t.,  la  seconde  entre  les 
limites  — ->  +-'  et,  par  suite,  les  angles  a,  6;  puis  de  l'une  quel- 
conque des  formules  (48)  ou  (32),  la  valeur  de  -  comprise  entre  les 
limites  o,  ->  et,  par  suite,  la  valeur  de  c. 

Pareillement  les  formules (4t^),  jointes  à  l'une  quelconque  des 
équations  (47)  ou  (52),  fournissent  le  moyen  de  résoudre  un  triangle 
sphérique  dans  lequel  on  connaît  un  côté  c  et  les  deux  angles  adja- 
cents a,  ^.  En  effet,  un  tel  triangle  étant  proposé,  on  pourra  déduire 
immédiatement  des  formules  (48)  les  demi-sommes 

a  -\-  b       a  —  b 

22 

comprises,  la  première  entre  les  limites  o,  -,  la  seconde  entre  les 
limites >  +7'  ^t,  par  suite,  les  côtés  a,  6;  puis,  de  l'une  quel- 
conque des  formules  (47)  ou  (52),  la  valeur  de  -  comprise  entre  les 

limites  o,  ->  et,  par  suite,  la  valeur  de  y. 

Si  l'on  donnait,  dans  un  triangle  sphérique,  deux  côtés  a,  b  et 
l'angle  a  opposé  à  Fun  d'eux,  ou  deux  angles  a,  ^  et  le  côté  a  opposé 
à  l'un  d'eux,  on  commencerait  par  déterminer  Fangle  ^  ou  le  côté  b,  à 
l'aide  de  la  formule  (35)  réduite  à 

sine  sin oc  ^ 

sin  b        sin  a  ' 
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mais  à  la  valeur  de  sin  ^  ou  de  sin  b,  tirée  de  cette  formule,  correspon- 
draient deux  valeurs  de  6' ou  de  b,  également  admissibles,  et  repré- 
sentées par  deux  angles,  l'un  aigu,  l'autre  obtus.  D'ailleurs,  les  côtés 
r/,  b  et  les  angles  a,  ê'  étant  supposés  connus,  on  pourrait  déduire 
la  valeur  de  c  de  l'une  quelconque  des  équations  (48),  et  la  valeur  dey 
de  Tune  quelconque  des  équations  (47)- 

Dans  le  cas  particulier  où  l'un  des  angles  du  triangle  sphérique, 
l'angle  y  par  exemple,  se  réduit  à  un  angle  droit,  on  a 

cosy  =  o,  siny  =  i, 

et  les  formules  (24)  et  (35)  se  réduisent  aux  suivantes  : 

(53)  cosc=z  cos«  cos/^, 

sin  a        sine  1 


sin  flr        sin^>         sinr,' 

dont  la  dernière  peut  être  remplacée  par  les  deux  équations 

(55)  sin<7  =  sina  sinr,  sinA  =  sine  sinr-. 

Alors  aussi  les  formules  (3o)  donnent 

(56)  cosa  =  rosa  sine,  cosS  =r  cos6  sina. 

On  doit  remarquer  d'ailleurs  que  ces  diverses  équations  peuvent  toutes 
se  déduire  directement  du  théorème  VII  du  paragraphe  I.  La  première, 
c'est-à-dire  l'équation  (53),  qui  subsiste  entre  les  côtés  a,  b  et  l'hypo- 
ténuse c  d'un  triangle  sphérique  rectangle,  est  précisément,  comme  on 
l'a  fort  bien  observé,  celle  qui  remplace  le  théorème  de  Pythagore, 
quand  on  passe  de  la  géométrie  plane  à  la  théorie  des  figures  tracées 
sur  la  surface  d'une  sphère.  Ajoutons  qu'en  réduisant  cosy  à  zéro,  et 
siny  à  Tunité,  on  tire  desformules  (27),  (28),  (29),  (3o),  (3i),  (32), 

(  lan";a=  tangc  cosê, 

(57)  )  »  «  ' 

(  tango  =:  tangc  cosa, 

(   sinr  cosa  =  sine  cosa, 

(58)  .  ,        . 

(   sine  coso  ^  sina  coso, 

(59)  tanga  langé cosc  =  i, 

(  sin  a  cosr  =  cosê  cosa, 

(^°)  -fi  ; 

'   sin  0  cosr  r=  cosa  cos«. 
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Au  reste,  les  équations  (07),  (58),  (59),  (60)  pourraient  se  déduire 
immédiatement  des  formules  (53),  (55),  (56),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  de  l'équation  (53)  jointe  aux  deux  formules 

,>,  ,  .  sina        coso  .    „        sine        cosa 

(61)  sina  =  -: —  ■=. rj  sinb=:=-: —  = 

sinr        cos»  sine        cosa 

La  formule  (53),  jointe  aux  équations  (57)  et  (58),  fournit  immédia- 
tement la  résolution  d'un  triangle  sphérique  rectangle,  dans  lequel  on 
connaît  les  trois  côtés,  puisqu'un  tel  triangle  étant  donné,  on  peut 
déduiie,  1"  le  côté  inconnu  de  la  formule  (53);  2"  les  angles  a,  ê  des 
équations  (57)  ou  (58). 

Les  formules  (56)  et  (59)  fournissent  immédiatement  les  trois  côtés 
a,  b,  c  d'un  triangle  sphérique  rectangle  dans  lequel  on  connaît  les 
deux  angles  a,  ê. 

Si  l'on  connaissait  un  angle  a  avec  un  côté  adjacent  b  ou  c,  le  second 
des  deux  côtés  adjacents  à  l'angle  a  serait  déterminé  par  l'une  des  for- 
mules (57)  et  l'on  se  trouverait  ainsi  ramené  au  cas  où  deux  côtés 
étaient  connus. 

P^nfin,  si  l'on  connaissait,  dans  un  triangle  sphérique  rectangle,  un 
angle  a  et  le  côté  opposé  a,  on  ne  pourrait  plus,  comme  dans  les  cas 
précédents,  déterminer  chaque  angle  ou  côté  inconnu  à  l'aide  de  son 
cosinus  ou  de  sa  tangente,  c'est-à-dire  à  l'aide  d'une  ligne  trigonomé- 
trique  à  laquelle  répond  toujours  un  seul  angle  compris  entre  les 
limites  o,  -.  Mais  l'équation  (54)  fournirait  la  valeur  de  sine,  à 
laquelle  répondraient  deux  valeurs  de  c  également  admissibles,  et 
représentées  par  deux  angles,  l'un  aigu,  l'autre  obtus.  D'ailleurs  «  et  c 
étant  connus,  la  résolution  s'achèverait  comme  dans  le  premier  cas. 

Si  le  triangle  sphérique,  dont  les  côtés  sont  a,  6,  c  et  les  angles  a, 
^,  Y,  était  tracé  sur  la  surface  d'une  sphère  décrite  non  plus  avec  le 
rayon  i,  mais  avec  le  rayon  x,  le  triangle  sphérique  sembhible,  tracé 
sur  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  serait  l'unité,  aurait  évidem- 
ment pour  côtés 

abc 
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les  angles  étant  toujonrs 

y.,     6,     y. 

Donc  alors  aux  formules  trouvées  dans  ce  paragraphe,  on  devrait  sub- 
stituer celles  qu'on  en  déduit,  quand  on  remplace  a,  b,  c  par    -,-,-■ 


V.     -  Sur  la  réduction  de  la  trigonométrie  sphérique 
à  la  trigonométrie  rectiligne. 

Ainsi  que  Lagrange  l'a  remarqué,  les  formules  de  la  trigonométrie 
sphérique  peuvent  être  aisément  réduiles  à  celles  que  présente  la  tri- 
gonométrie rectiligne.  Cette  réduction  permettant  de  mieux  saisir  les 
analogies  qui  existent  entre  les  formules  correspondantes  des  deux 
trigonométries,  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  voir  comment  elle  s'effectue. 
Or  on  peut  établir  à  ce  sujet  une  règle  très  simple,  que  nous  allons 
démontrer  en  peu  de  mots. 

Nommons  a,  h,  c  les  côtés  et  a,  §,  y  les  angles  d'un  triangle  sphé- 
rique tracé  sur  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  t.  Ces  côtés  et 
ces  angles  auront  entre  eux  les  relations  qu'expriment  les  formules 
établies  dans  le   paragraphe   fV,   quand  on  y  remplace  a,  A,  c  par 

a    h    c 
t      t     ï. 

Concevons  maintenant  que,  dans  les  formules  du  paragraphe  IV, 
modifiées  comme  on  vient  de  le  dire,  le  rayon  t  devienne  infiniment 
grand.  Les  angles  -^  -j  -  deviendront  infiniment  petits,  et,  après  avoir 
développé  les  sinus,  cosinus  et  tangentes  de  chaque  angle  infiniment 
petit  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascemlantes  de  cet 
angle,  on  pourra  faire  disparaître  le  rayon  x  de  chaque  formule  en  y 
réduisant  -  à  zéro.  Il  y  a  plus  :  les  formules  nouvelles  auxquelles  on 
parviendra,  en  opérant  de  celte  manière,  coïncideront  évidemment 
avec  celles  que  l'on  déduirait  des  équations  diverses  établies  dans  le 
paragraphe  IV,  en  considérant  chacun  des  angles  représentés  par  «,  6, 
c,  ou  par  une  fonction  linéaire  de  a,  b,  c,  comme  une  quantité  infini- 
ment petite  du  premier  ordre,  et  en  négligeant  les  infiniment  petits 
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d'ordre  supérieur  par  rapport  aux  infiniment  petits  d'ordre  inférieur; 
elles  seront  donc  homogènes  par  rapport  aux  côtés  a,  b,  c,  si  l'on 
donne  ce  nom  aux  équations  et  formules  qu'on  obtient  en  égalant  à 
zéro  des  fonctions  homogènes  de  a,  b,  c.  D'autre  part,  lorsque  - 
deviendra  nul,  ett  infini,  le  triangle  sphérique  tracé  sur  la  surface  de  la 
sphère,  dont  x  était  le  rayon,  se  transformera  évidemment  en  un 
triangle  rectiligne.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

ThéorÈ3ie.  —  Considérons  l'une  quelconque  des  formules  de  trigono- 
métrie sphérique  qui  lient  entre  eux  les  trois  côtés  «,  6,  c  et  les  trois 
angles  a,  ^,  y  d\in  triangle  sphérique  tracé  sur  la  surface  de  la  sphère 
qui  a  pour  rayon  Vanité.  Pour  que  cette  formule  devienne  applicable  à 
un  triangle  rectiligne  dont  les  côtés  seraient  encore  représentés  par  a,  6,  c, 
et  les  angles  par  a,  o,  r,  il  suffira  de  la  rendre  homogène  par  rapport 
aux  côtés  a,  6,  c,  et  d'opérer  comme  si,  ces  côtés  étant  infiniment  petits 
du  pj-emier  ordre,  on  négligeait  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur 
par  rapport  aux  infiniment  petits  d'ordre  inférieur. 

Corollaire  I.  —  Si  l'on  veut,  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire, 
rendre  homogènes  les  formules  (27),  (28),  (29)  du  paragraphe  IV,  il 
suffira  d'y  pousser  l'approximation  jusqu'au  premier  ordre  dans  l'éva- 
luation des  sinus  et  cosinus  des  arcs  considérés  comme  infiniment 
petits;  il  suffira  donc  d'y  remplacer  les  sinus  des  arcs  a,  b,  c  par  ces 
arcs  eux-mêmes,  et  leur  cosinus  par  l'unité.  Donc,  en  vertu  du  théo- 
rème énoncé,  les  équations  analogues  aux  formules  (27),  (28),  (29) 
du  paragraphe  lY  seront,  dans  la  trigonométrie  rectiligne, 

(i)     «=  ècosy  +  rcosy,         é  =  c  cosa  +  «  cosy,         r  =  «  cosê  +  ^  cosy. 

Effectivement,  étant  donné  un  triangle  rectiligne  dont  les  côtés  sont 
représentés  par  a,  b,  c  et  les  angles  par  a,  6,  y,  on  peut  établir  immé- 
diatement chacune  des  formules  (7),  en  projetant  les  trois  côtés  sur  la 
direction  de  l'un  d'entre  eux. 

Corollaire  II.  —  En  opérant  comme  dans  le  corollaire  I,  c'est-à-dire 
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en  remplaçant  le  cosinus  de  chacun  des  angles  a,  h,  c  par  l'unité,  et 
en  ayant  égard  aux  équations  (7),  (8),  (9),  (10)  du  paragraphe  II,  on 
réduira  les  formules  (3o),  (3i),  (32),  (33)  du  paragraphe  IV  aux  six 
équations 

I  cosa  =  — cos(S  +  ■/).         cosê=:— cos()/ +  a),        cos-/ =  — cos(a  +  €), 
i   sin3:=       sin(o4--/),         sinê=       sin(y  +  a),         siny^       sin(a  +  ê). 

Or  il  résulte  de  ces  dernières  que  les  sinus  et  cosinus  des  angles 

ê  +  y.     y  +  a,     a-l-Ç 

sont  en  même  temps  les  sinus  et  cosinus  des  angles 

T.  -  y.;    71  —  €,    7ï  —  •/, 

et  que,  par  suite,  l'angle 

a  -t-  ê  +  y  —  71 

est  un  terme  de  la  série 

o,     271,     4?:,     .  . .  • 

Donc,  puisque,  chacun  des  angles  a,  ^,  y  étant  inférieur  à  r.,  la  diffé 
rence  a  +  ê  +  y  —  r.  devra  rester  inférieure  à  2  71,  cette  différence  sera 
nécessairement  nulle,  et  les  équations  (2)  entraîneront  la  suivante  : 

(  ;î  )  a  H-  c  +  y  =  TT. 

Donc,  en  partant  des  formules  (3o),  (3i),  (32),  (33)  du  para- 
graphe IV,  on  se  trouve  ramené  à  celle  qui  exprime  que,  dans  un 
triangle  rectiligne,  la  somme  des  trois  angles  est  égale  à  deux  droits. 

Corollaire  III.  —  En  opérant  comme  dans  le  corollaire  I,  c'est-à-dire 
en  remplaçant  les  sinus  des  arcs  a,  b,  c  par  les  arcs  eux-mêmes,  on 
réduira  la  tormule  (35)  du  paragraphe  IV  à  la  suivante  : 

sina        sine        siny 

(jui  s'accorde  avec  l'équation  (4)  du  paragraphe  III. 

Corollaire  IV.  —  Lorsque  les  côtés  a,  b,  c  sont  infiniment  petits  du 
premier  ordre,  on  peut  en  dire  autant  de  la  demi-somme» >  de  la 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII.  48 
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demi-différence »  et  du  demi-périmètre 

a  +  b  -\-  c 

P= :: 


Alors  aussi,  pour  rendre  homogènes  les  formules  (37),  (38),  (39), 
(47)  du  paragraphe  IV,  il  suffit  évidemment  d'y  remplacer  le  sinus  de 
chaque  arc  infiniment  petit  par  cet  arc  lui-même  et  son  cosinus  par 
l'unité.  Donc,  en  vertu  de  ces  formules  et  du  théorème  énoncé,  les 
côtés  rt,  b,  c,  les  angles  a,  S,  y  et  le  demi-périmètre/)  d'un  triangle 
rectiligne  quelconque  sont  liés  entre  eux  par  les  équations 


(5) 


(6)  ,i^        vT/>(/^-^)(/^-^)(/>-^)]. 

^    '  '  ab 

,    ^  ocH-ê  y  y.  —  ê«  —  b        y 

(7)  .        lane  =rcot-j  tane =  rCot'-« 

^  2  2  2  o  -i-  b        9. 

Parmi  ces  équations,  les  trois  premières  sont  celles  qui  s'appliquent 
le  plus  aisément  à  la  résolution  d'un  triangle  rectiligne  dont  les  trois 
côtés  sont  connus.  Ajoutons  que  l'avant-dernière  se  déduit  encore  de 
la  formule 

a  +  ê  H-  y  =  7ï. 

et  que  la  dernière,  jointe  à  celte  même  formule,  fournit  le  moyen  de 
résoudre  un  triangle  rectiligne  dans  lequel  on  connaît  deux  côtés  a,  b 
et  l'angle  ^  compris  entre  ces  côtés. 

Corollaire  V.  —  Lorsque,  en  considérant  les  côtés  a,  6,  c  comme 
infiniment  petits,  on  veut  rendre  homogène,  par  rapporta  ces  côtés, 
l'une  des  formules  (26)  du  paragraphe  IV,  par  exemple  la  formule  (24), 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'équation  (36)  du  même  paragraphe,  il 
ne  suffit  plus  de  pousser  l'approximation  jusqu'aux  infiniment  petits 
du  premier  ordre  dans  l'évaluation  des  sinus  et  cosinus  des  arcs  a,  b, 
c,  et  de  substituer  ces  arcs  à  leurs  sinus,  en  remplaçant  leurs  cosinus 
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par  l'unité.  Il  devient  nécessaire  de  faire  entrer  en  ligne  de  compte  les 
infiniment  petits  du  second  ordre,  et  de  prendre,  en  conséquence, 
pour  valeurs  approchées  de 

sina,     sinô.     cosa,     cosô.     cosc,     cosocosb. 

les  quantités 

a*               b^              c^              a'-  -h  b- 
a,     o,      I )      I— — 1      i 5      I • 

2  •>.  2  2 

Cela  posé,  en  rendant  homogène,  par  rapport  aux  côtés  a,  b,  c,  l'équa- 
tion (24)  ou  (36)  du  paragraphe  lY,  on  obtiendra  la  formule  connue 

(8)  c-=^a'-\-b^ — 2abcosy, 

OU 

(9)  '''''y=—^b — ' 

qui,  en  vertu  du  théorème  énoncé,  devra,  dans  un  triangle  rectiligne 
quelconque,  déterminer  le  cosinus  d'un  angle  en  fonction  des  trois 
côtés. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'angle  y  devient  nul,  l'équation  (24)  du 
paragraphe  IV  se  réduit  à  l'équation  (53)  du  même  paragraphe.  Alors 
aussi  l'équation  (8),  réduite  à  la  formule 

(lo)  r-=a"+6", 

reproduit  le  théorème  de  Pythagore,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre, 
puisque,  dans  la  trigonométrie  sphérique,  ce  théorème  se  trouve  rem- 
placé par  la  formule  (53)  du  paragraphe  IV,  ou,  en  d'autres  termes, 
par  le  théorème  VII  du  paragraphe  I. 

VI,  —  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  systèmes  de  coordonnées 
rectilignes  relatives  à  deux  systèmes  d'axes  conjugués. 

Nommons 

les  coordonnées  d'un  point  mobile  P,  rapportées  ii  trois  axes  quel- 
conques menés  par  l'origine  0,  et 

r,    r,    z 
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les  coordonnées  du  même  point  mobile,  rapportées  à  trois  autres  axes 
conjugués  aux  trois  premiers,  c'est-à-dire  à  trois  autres  axes  menés 
par  la  même  origine  perpendiculairement  aux  plans  des  y,  z,  desz,x 
et  des  a?,  y.  Supposons  d'ailleurs,  pour  plus  de  commodité,  les  demi- 
axes  des  X,  F  et  Z  positives  situés  par  rapport  aux  plans  coordonnés 
desj,  2,  des  z,  x  et  desx,y,  des  mêmes  côtés  que  les  demi-axes  des  ^, 
y  et  2  positives.  Enfin  soient 

X,     y,     z     et     X,     Y,     Z 

six  longueurs  mesurées  à  partir  de  l'origine  0,  d'une  part  sur  les  demi- 
axes  des  x,  7,  z  positives,  d'autre  part  sur  les  demi-axes  des  X,  ) ,  Z 
positives.  Les  deux  angles  solides 

(x.  y.  z).      (X,  Y.  Z), 

dont  les  arêtes  auront  pour  directions  celles  de  x,  y,  zetde  X,  Y,  Z, 
seront,  comme  les  deux  triangles  sphériques  auxquels  ils  répondent, 
supplémentaires  l'un  de  l'autre.  Cela  posé,  si,  en  considérant  le  premier 
de  ces  angles  solides,  celui  qui  a  pour  arêtes  les  demi-axes  sur  les- 
quels se  mesurent  les  trois  longueurs  x,  y,  z,  on  nomme 

a,     b,     c 
les  angles  plans  opposés  à  ces  arêtes, 

a,      g,      y 

les  angles  dièdres  opposés  à  ces  angles  pians,  et 

les  angles  aigus  que  forment  ces  trois  arêtes  avec  les  demi-axes  per- 
pendiculaires aux  plans  des  faces  opposées,  on  aura 

i{y,7.)  =  a,  (z,  x)  =  />,  (x,  y)  =  r', 

(xfx)=>,  (,C\)^,,  (0.)=.. 

Ajoutons  que,  si  l'on  nomme  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  0  au 
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point  mobile  P,  on  aura,  en  vertu  des  formules (12) de  lapage  160, 

,    ,  cos\  r,  X)  cos\/\  \  )  cosw-,  Z) 

cos\x,  X/  cos\y,  Y/  cos\z,  Z/ 

Si  maintenant  on  échange  entre  eux  les  deux  systèmes  d'axes  conju- 
gués, alors,  à  la  place  des  formules  (2),  on  obtiendra  les  suivantes  : 

/  0  \         I-  _     ^^^  W'.  >^  /  T^  __     cos  \r,  y)  co'i\r,  z) 

^^  ' — T^^'  " — T^'  {-^V 

cos\x,  X/  cosVy,  Y/  cos\7,,  Z) 

D'autre  part,  comme  on  l'a  vu  dans  le  paragraphe  I,  la  considération 
des  projections  orthogonales  fournit  immédiatement  la  formule  (i5) 
de  la  page  346,  par  conséquent  les  formules (10),  (r  i)  des  pages  169, 
iGo.  Donc,  s  étant  un  rayon  mesuré  toujours  à  partir  de  l'origine  0, 
mais  distinct  de  r,  011  aura  encore 

,,,  ( "^^       cosVr.  xj  cosV^,  XJ       cosw-,  y)  COSV5.  YJ       cos\/-,  z j  cos^^,  ZJ 

(4)    cos[r,s)  =  - —r^^-T + /^X         ^ (  ^\ 

cosVx.X/  cosVv,  "i/  cos\  7./L) 

et 

{ ^^\       cosv',  ^/ cosVv,  xj       coslr.YJ  cosV,ç,  y/       cosVr,  Z/ cosV^,  z/ 


(5)    cos' 


i  X,  X  /  cos  \  y,  Y  j  cos  \z,  Z  ) 


Ajoutons  qu'en  vertu  des  formules (2),  (3),  les  équations  (4),  (5)  se 
réduiront  aux  deux  suivantes  : 


(6) 


et 


,\r,  sj=i  j;cosV^,  ^-  /  +  J'  cos\5,  y  /  +  3  cos\5,  z  J, 


(7)  rcosV/-,  s)  =.lcosV.î.  x)  +  Vcos\s,  Y/  -1-  ZcosV*,  Z  j 

c'est-à-dire  à  deux  équations  semblables  l'une  à  l'autre,  et  dont  cha- 
cune peut  se  déduire  directement  de  la  formule  (5)  de  la  page  i58. 
Cela  posé,  pour  obtenir  les  valeurs  des  coordonnées  a-,  j,  z-  exprimées 
en  fonctions  linéaires  des  coordonnées  .Y,  )',  Z,  ou  les  valeurs  de  .V, 
r,  Z  exprimées  en  fonctions  linéaires  de  j?,  j,  -,  il  ne  restera  plus 


382  MÉMOIRE 

qu'à  substituer,  dans  les  formules  (2),  les  valeurs  de 

cosV/-,  XJ,     cos\/-,  \ ).     cos\r,  Z  j, 

tirées  de  l'équation  (7),  ou,  dans  les  formules  (3),  les  valeurs  de 

cos\r.  x/,     cosV/",  y),     cos\r,  zj, 

tirées  de  l'équation  (6). 

Si  l'on  a  égard  aux  équations  (  i),  les  formules  (2),  (3)  deviendront 

,Q.  cosVr,  XJ  __    cosV/",  VJ  cosVr,  ZJ 

\0  )  OC  /'  ^ j  )'  /■  ;  .3  /■ ) 

COS/  COS]U.  COSV 

cosir,  X j                          cosir,  y)                         co?,\r,  z) 
(o)        A=zr ^ — ,  i=r ^,  Z=zs : 

COSÂ  COS/JL  COSV 

et  Ton  tirera  des  formules  (6),  (7), 

l   /•cos\  /%  \  )  =x  -{-  j  cosc  +  ;:  cosb, 

(10)  '  (  '^) 

^^'  \  /•  cos\ /',  y  /  =  J?  cosc  H- r  H- ^  cosa, 


/■  cos\  r,  z  J  =  X  coèb  -+-  y  cosa  -+-  z  ; 
/•co9\/',  X)  =.1  —  Fcos-^  —  Zcos6, 
(^0  ^   rcos(r,  y)  — —  ^cosy  +  F— Zcosa, 

'    /•cos\r.  ZJ^ — ^Icosê —  Kcosa  +  Z. 

Or  ces  dernières,  combinées  avec  les  formules  (8),  (9),  donneront 

^  4- y  cosc  +  ^  cos/y  ,        a^;  cosc  H- J  +  ^  cosa  jp  cosè  +  j  cosa  +  ;; 

(12)     A=  ^ ^ )  l   =  î  ^=  ' 

^        '  COS/  COSjUI.  COSV 

X — Fcosv  —  Zcosê  — Xcosy  H- F— Zcosa  —  ^cos6  —  Fcosa  + 

(i3)     îc= 4 ,         y= »         -= 

^     '  •  cos>.  COS, a  COSV 

Remarquons  d'ailleurs  que  chacune  des  équations  (12),  (i3)  se  trouve 
comprise,  comme  cas  particulier,  dans  la  formule  (16)  delà  page  161, 
de  laquelle  on  pourrait  les  déduire  immédiatement. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  équations  (12),  présentées  sous  les 
formes 

a;  -H  )'  COS  a  -+-  z  cosb  =  A^  cosX, 

(i4)  .|  ^cosc  +  j  +  :  cosa=  Fcos|:x, 

a;  COS  b -\- y  co^  a  -+-  z-=^  Z  cosv. 
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peuvent  être  facilement  résolues  par  rapport  à  x,  y,  z.  Concevons  que, 
pour  abréger,  l'on  désigne  par  K  la  résultante  formée  avec  les  neuf 
termes  du  tableau 

!I,  COSf-,       cos^, 

cosc,        I.        cosa, 
fosô,     cosa,         I  : 

puis  par 

À,     B.     C.     D.     E,     F. 

les  résultantes  formées  avec  les  mêmes  termes  pris  quatre  à  quatre 
dans  deux  lignes  horizontales,  et  dans  deux  lignes  verticales,  en  sorte 
qu'on  ait 

(  1 6  )  /T  =ri  —  cos-  a  —  cos-  b  7—  cos-  r  -f-  ^  cos  a  cos  b  cos  r 

et 

/4  =  I  —  COS^rt,  B  =  l  —  cos- 6,  Crrri  —  COS'c, 


17)    , 

/  D^=  cosb  COSC  —  cos«,     E  =  cosr coaa — cos^,     F=zcosacosb  —  cosc. 

Les  valeurs  de  A,  B,  C  pourront  être  réduites  à 

(18)  A  ==:  s'in- a ^         B=^s\n-b,         Cr=:sin-(", 

et,  en  efl'ectuant  la  résolution  des  formules  (i4)>  pat"  rapport  à  œ,  y,  z, 

on  trouvera 

^yTcosX  +  FV  cos  IX +,EZ  cosv 


(19)  <J 


FA^  cosÀ  +  BVcosix  -+-  Z>Z cosv 

K 
EATcosl  4-  DVcos^j.  +  CZ  cosv 


Or  ces  dernières  valeurs  de  x,  y,  z  devront  s'accorder  avec  celles  que 
fournissent  les  équations  (i3),  quelles  que  soientd'ailleurs  les  valeurs 
attribuées  aux  variables  X,  ï,  Z.  Donc  les  coefficients  constants,  par 
lesquels  ces  variables  se  trouvent  multipliées,  doivent  être  les  mêmes 
dans  les  formules  (i3)  et  (19).  Cette  seule  observation  fournit  immé- 
diatement la  formule 

(  20  )  K  =^  A  cos-  l=z  B  cos-  [l:=:C  COS"  V 

_cos|jLcosv cosvcosX cosXcosa 

cos a  coso  cos y 
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de  laquelle  on  tire,  eu  égard  aux  équations  (i8), 

(21)  K=^  sin-a  cos").  =  sin-6  cos-p.  =  sin-ccos-v, 

et,  par  suite, 

(22)  9  =  sin«  co'è'k  =:  siiiZ^  cosjji  =  siiif  cosv, 

6  étant  une  quantité  positive  liée  à  ^par  l'équation 

(33)  e'-=K. 

Ajoutonsque,  delà  formule  (20),  jointe  aux  équations(i6),  (17),  (22), 
on  tirera 


COS  Cf.  = : ; : ? 

sin  o  sine 


(2/4)  (    COsê  zrr 


'7 


COS  a  —  COS  6  COS6' 
sin  b  sine 

COS  6  —  cosr-  COS  a 
sine;  s\ua 

cosf  —  COS  a  coab 
sin  a  sin  ^ 


Enfin,  si,  dans  l'équation  (23),  on  substitue  pour  AT  sa  valeur,  on  trou- 
vera 

(  25  )  B':^i  —  COS- a  —  COS-  b  —  cos-  c  -h  2  cos  a  cos  b  cos  r. 

Si,  au  lieu  de  tirer  les  valeurs  de  x,  y,  z  des  équations  (12),  on 
comparait  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  tirées  des  équations  (i3),  à  celles 
que  fournissent  les  équations  (12),  alors,  à  la  place  des  formules  (22) 
et  (24),  on  obtiendrait  les  suivantes  : 

(  26  )  0  r=  sin  a  cos  À  =  sin  ê  cos  pi  =  sin  y  cos  v , 

,'  cosa  +  coso  cosy 

cosa= ■    ^    ■ -j 

i  sin  0  sin  y 


(27) 

1  sin y  sin  a 


,        cosê  +  cosy  cosj: 

b  =  -. r-^ , 

Sin  y  sin  a 

cos  y  +  cos  a  cos  6 


sin  a  sinb 


0  étant  une  quantité  déterminée  par  la  formule 

(28)  0-=:i  —  cos- a  —  cos- o  — cos- y  —  2  cos  a  cos  6  cos  y. 

Les  formules  (22),  (24),  (26),  (27)  coïncident  avec  les  formules 
(7),  (26),  (10)  et  (3o)  du  paragraphe  IV.  Ainsi,  les  équations  fonda- 
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mentales  de  la  trigonométrie  sphérique  sont  comprises  parmi  celles 
auxquelles  on  se  trouve  conduit  par  la  comparaison  des  formules  (12) 
et(i3). 

Au  reste,  il  est  juste  d'observer  que  les  formules  établies  ou  rappe- 
lées dans  ce  paragraphe,  et  les  démonstrations  que  nous  en  avons 
données,  ne  diffèrent  pas,  au  fond,  des  formules  et  démonstrations 
présentées  par  M.  Sturm,  dans  un  Mémoire  que  renferme  le  Tome  XV 
des  Annales  de  Mathématiques  de  M.  Gergonne.  Telle  est,  en  effet,  la 
conviction  qu'a  produite  en  nous  une  étude  approfondie  de  ce  Mémoire. 
Seulement  il  nous  semble  que  les  notations  dont  nous  nous  sommes 
servis  donnent  au  langage  analytique  une  clarté,  une  précision  nou- 
velles. Dans  le  Mémoire  de  M.  Sturm,  les  angles  formés  par  le  rayon 
vecteur;- avec  les  axes  coordonnés  des  x,y,  z,  prolongés  du  côté  des 
coordonnées  positives,  et  avec  des  perpendiculaires  aux  plans  de  ces 
axes,  sont  exprimés  à  l'aide  des  notations 

(/■•  ^),      (/■,  j),      (/',-), 

et  ces  expressions  sont  admises  dans  des  formules  où  l'auteur  désigne 
avec  nous,  par  x,  y,  z,  les  coordonnées  de  l'extrémité  du  rayon  r.  Pour 
rendre  les  notations  uniformes  et  plus  précises,  il  nous  paraît  utile  de 

considérer  toujours,  dans  l'expression  (;-,  s)  ou  \r,  s),  employée  pour 
désigner  un  angle,  les  lettres  /•  et  s  comme  représentant  deux  lon- 
gueurs absolues,    mesurées  dans  des  directions  déterminées,  et  de 

remplacer,  en  conséquence,  dans  l'expression  \r,  s),  la  lettre  s,  non 
par  la  lettre  .r  ou  par  le  système  de  deux  lettres  yz,  mais  par  une  lon- 
gueur nouvelle  x  ou  X,  mesurée  sur  le  demi-axe  des  x  positives,  ou 
sur  un  demi-axe  perpendiculaire  au  plan  des  jj,  quand  il  s'agit  de 
représenter  l'angle  formé  par  ce  demi-axe  avec  la  direction  du  rayon 
vecteur  /•.  Observons  encore  que,  si  la  formule  (4)  ou  (5)  n'est  pas 
écrite  en  toutes  lettres  dans  le  Mémoire  de  M.  Sturm,  elle  peut,  du 
moins,  être  considérée  comme  comprise  dans  les  équations  qu'il  a 
données,  et  spécialement  dans  les  formules  (i3)  et  (18)  du  Mémoire 

(//■.'uKres  de  C.  —  S.  Il,  t.  XIII.  49 
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cité,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  dans  les  équations  (2)  et  (6), 
d'où  on  la  déduit  immédiatement,  et  d'où  l'auteur  a  elïectivement 
déduit  celle  en  laquelle  elle  se  transforme  dans  le  cas  particulier  où 
l'on  fait  coïncider  le  rayon  vecteur  .y  avec  le  rayon  vecteur  /•. 

Remarquons  à  présent  que  l'on  pourrait  tirer  encore  les  équations 
fondamentales  de  la  trigonométrie  sphérique,  et  spécialement  la  for- 
mule (20),  non  plus  des  équations  (i4)>  résolues  généralement  par 
rapport  kx,  y,  z,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées 
aux  variables  X,  Y,  /,  mais  des  équations  (10),  résolues  par  rapport 
•AX^y,  z,  pour  des  positions  particulières  et  déterminées  du  rayon  r. 
En  effet,  concevons  d'abord  que  l'on  fasse  coïncider  le  rayon  /•  avec  la 
longueur  X,  mesurée  sur  le  demi-axe  des  A' positives.  Alors  la  formule 

(8) donnera 

/■  /cosy  /cosê 

(•2q)  a;= ^j  ;==  "    -■>  -= ' 

^  cosA  "^  COS/Jl  cosv 

et  les  formules  (10)  se  réduiront  à  celles-ci  : 

,  r  cos  },^  a;  -}-  y  cos  c  -\-  z  cos  b , 

(  3o  )  .0  ='u:  cos  c  -{-  y  -h  z  cos  a, 

f     o  =:  ju  cos  b -\- y  cos  a -h -■ . 

Or,  des  équations  (3)  résolues  par  rapport  à  jc,  y,  j,  on  tirera 


(30                                    ~  =  ^  = 

iz         /■  cos  A 

~  E"     K 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

A       F 

a;        y 

E           K 

"  z  ~'  rcosl 

puis,   en   substituant  dans  la  formule  (32)  les  valeurs  de  jc,  y,  z, 
fournies  par  les  équations  (29),  on  trouvera 

-      _,cos/jt.      --,  cosv     A 

,4  cosX  —  —  /  — *-  z=—  E s  = ^  ; 

cosy       coso   cos A 

par  conséquent, 

.             ,,  cosAcoso.             r,  cosv  cos  À 
K=  A  cos- A  =  —  f —  =—  h  — • — -s 

cosy  coso 

On  trouvera  de  même,  en  faisant  coïncider  le  ravon  /•  avec  la  Ion- 
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gueur  Y,  mesurée  sur  le  demi-axe  des  )'  positives, 

„       ^  ^cosacosv  -_,  cos?.  cosu. 

K=Bco&'u.  =  —  D — *-— — =z— F !-» 

'  cosa  cosy 

puis,  en  faisant  coïncider  le  rayon  /•  avec  la  longueur  Z  mesurée  sur  le 
demi-axe  des  Z  positives, 

,,  „  ,  „COSVCOSÀ  ^COSIJLCOSV 

K  =  C  cos-  y  =  —  L  2 —  =:  — ^  Z> * : 

cosS  cosa 

et  il  est  clair  qu'en  réunissant  les  trois  valeurs  précédentes  de  K,  on 
reproduira  précisément  la  formule (20). 

Il  est  bon  d'observer  que  les  numérateurs  des  fractions  qui,  dans  les 
formules  (24),  représentent  les  cosinus  des  angles  a,  o,  y,  se  réduisent 
précisément  aux  résultantes 

-Z>,     ~E,         F. 

formées  chacune  avec  quatre  termes  du  tableau  {i5).  D'ailleurs,  ce 
tableau  est  précisément  celui  qu'on  obtient  quand  on  réduit  à  son 
expression  la  plus  simple  chacun  des  termes  du  suivant  : 

f        (  '^-)  (  '^)  (  ^) 

l  cos\x,  \J,     cos^x,  y/,     cos\x,  z/, 
(^^)  jcos(y.x),     cos(y,  y),     cos(y,  z). 

f         f'^)  f^^^l  C^) 

\  cos\x,  z/,     cos\z,  y/,     cos\z,  z/. 

Donc,  la  forme  la  plus  naturelle  des  équations  (2/j)  est  celle  à  laquelle 
on  arrive  quand  aux  numérateurs  des  rapports  qui  expriment  les 
valeurs  de  cosa,  cos6^,  cosy,  on  substitue  trois  résultantes,  dont 
chacune  est  formée  avec  quatre  termes  du  tableau  (33).  Concevons, 
en  particulier,  que  dans  la  valeur  de  cosy,  déterminée  par  la  dernière 
(les  équations  (24),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante  : 

F 

COSy= : : 7-> 

on  substitue  la  valeur  de  —  Fdéduite  du  tableau  (33),  savoir 
—  F:=z  cos^x,  y )  cos\z,  z)  —  cos  \\,  7.)  cos\y,  z  j. 
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on  trouvera 

,.), .                                 cos  \  X,  y  y  cos  V  z.  z  J  —  cos  V  x,  z  /  cos  V  Y ,  z  / 
(04)  cosy=  ^^ — —^^ ,■  ^  ^^ ^^^ — -' 

sin\x,  z/  sin\  y,  z^ 

Comme  on  devait  3'y  attendre,  l'équation  (34)  se  réduira  simplement 
à  la  formule 

..,-.  cosl  X,  y  j  —  cos(  X,  z  )  cosl  y,  z  ) 

(3d)  cos-/=  .    f  ^\   .    (  /\\  ' 

sin  \x,  z  jsin  \  y,  z  j 

si  l'on  a  égard  à  l'équation  identique 

cos\z,  z  J  =  1. 

Mais  la  formule  (34),  qui  conserve  mieux  que  la  formule  (35)  la  trace 
des  opérations  à  l'aide  desquelles  on  Ta  construite,  est  aussi  plus  élé- 
gante et  plus  facile  k  retenir,  puisque  le  numérateur  de  son  second 
membre  est  la  différence  de  deux  produits  de  mêmes  dimensions, 
dont  le  second  se  déduit  du  premier  par  un  échange  opéré  entre  les 
lettres  qui  occupent   la  seconde  place  dans   les  deux  expressions 


X,  y;,  \z,  z 

Il  est  bon  d'observer  encore  que  la  formule  (25)  coïncide  avec 
l'équation  (4o)  du  paragraphe  IV.  En  eff'et,  on  tire  de  cette  dernièr(3 
équation 

(36)  9-=  4  sln^  sin(/>  —  a)  sin{p  —  b)  sin{p  —  c), 

la  valeur  de  2p  étant 

2p^=a  -h  b  -h  c, 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

,,,    ,     .^       .    .    fa-\-h-+-c\    .    / b  +  c  —  a\    .    f  c  ^  a  —  b\   .    fa 
{ày)    y-  =  4  s'n  I  1  sin  I  I  sin  1  I  sin  i 


D'ailleurs,  les  deux  formules 


2  sin p  sin  q  =  cos {p  ~  q)  ^-  cos (p  +  q), 
2  cos/?  cos  q  =  cos  (p  —  q)  -+-  cos  {p  -h  q), 
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donneront,  d'une  part, 

.    a  -+-  h  -h  r    .    b  -h  c  ~  a  , ,  , 

2  sin sin =  cos  a  —  cos  (  6  +  rM , 

•j.  ■?. 

.    f  -Jr  a  —  b   .    a  +  b  —  <■  , , 

2  Sin sin =  cos{b  —  c)  —  cosa, 

et,  d'autre  part, 

cos  {b  -h  c)  -{-  cos  (b  —  r)  =z  2  cos  b  cos  c, 

,  ,  ,  ,  ,  ,  cos  2  è  H-  cos  2  c-  ,  , 

cos  (/y  +  r:)  +  COS  (6  —  (■)=:  =  I  —  COS"  6  —  COS-f. 

Donc,  on  tirera  de  la  formule  (37) 

0-=  [cos  a  —  COS  (6  +  '■)]  [^■os(^  —  *")  —  cos  a] 
=  I  —  cos^fl  —  cos- A  —  cos'c  H-  2  cos  a  cosb  cosr-. 

Ajoutons  que,  si  au  triangle  sphérique  dont  les  côtés  sont  a,  b,  c,  on 
substitue  le  triangle  sphérique  supplémentaire,  on  obtiendra,  au  lieu 
de  la  formule  (36),  la  suivante  : 

(38)  0-z= —  \  cosrn  cos(ro  —  a)  cos(ct  —  6)  cos(ct  —  y), 

et  que  l'équation  (28)  coïncidera  précisément  avec  la  formule  (38). 

Avant  de  terminer  ce  paragraphe,  nous  allons  encore  déduire  des 
équations  (2),  (3),  (4),  (5),  (G),  quelques  formules  qui  méritent 
d'être  remarquées. 

Si,  dans  l'équation  ((>),  on  remplace  successivement  la  lettre  s  par 
chacune  des  lettres  r,  x,  y,  z,  alors,  comme  l'a  observé  M.  Sturm  dans 
le  Mémoire  déjà  cité,  on  obtiendra  successivement  les  formules 

(39)  r  =  x  cos\r,  xJ-\-jcos\r,  y/ h-  s  cos\r,  z/, 

i  (^)  (^)  K"^ 

l    /•  cosVr,  xj=zx-hy  cos\x,  y  J  -+-  z  cos\x.  z/, 

^"*^'  .    /•  cos\r.  y  /  =r  .z;cos\x,  y  /  +  )  H- 5  cosVy,  Z/. 

('/\^  (■^^\  //^A 

I    /'cos\r,  z/  r=.r  cosVx.  z/  H-  jcosVy,  z/-+-  z, 

dont  les  trois  dernières  coïncident  avec  les  formules  (10),  tandis  que 
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la  première  multipliée  par  /•,  puis  combinée  aveô  les  trois  dernières, 
reproduit  l'équation  connue 

./     N  -  «  .  »  (  "^^  (^^\  (  ^\ 

(4i)     /- rzz d7- -t-  r- +  c--t-  2yz  f'os\y,  /.J-\-  '2zj;cos,\z,  x/  -h  2a;>' cos  Vx, y /. 
En  opérant  de  la  même  manière,  on  tirera  de  la  formule  (7)  : 

(42)  /■-=  1-^4- j-;  +  z--'+2  j  Zcos(y,  z)^o.zrcos{z^)-h2jrrcos{iCY). 

Si  dans  l'équation  (6)  on  échange  entre  eux  les  rayons  r,  s,  alors, 
en  nommant 

ce  que  deviennent  les  coordonnées  x,  y,  z  quand  on  passe  de  l'extré- 
mité du  rayon  /•  à  l'extrémité  du  rayon  s,  on  trouvera 

(43)  s  cos\r.  s)  =zx' co%\r,  \)  -r  y  cos\r,  y)~\-z'co$\r,z); 

et  de  l'équation  (43),  multipliée  par  r,  puis  combinée  avec  les  équa- 
tions (4o)'  on  tirera  la  formule 

(44)  rscos\r,  s)  =:xx' -{- yy' +  zz' +  {yz' -+- y  z)  co?.\y,  z) 

H-  {zx' -\-  z'x)  cosVz,  x/  -f-  {xy' -h  x'y')  cos(,x,  y  j. 

qui  est  Tune  de  celles  que  iM.  Binet  a  données  dans  le  Tome  XV  du 
Journal  de  VÉcole  Polytechnique.  Pareillement,  si  l'on  nomme  X' ,  F,  Z' 
ce  que  deviennent  les  coordonnées  X,  Y,  Z  quand  on  passe  de  l'extré- 
mité du  rayon  r  à  l'extrémité  du  rayon  s,  on  obtiendra  la  formule 

( 45 )  rs cos \î\s)  =  A. Y'  +  YV -^  ZZ' +  {  YZ  +  F' Z)  cos (  Y^Z ) 

+  ( ZA'  +  Z'.Y)  cos ( zT^ )  +  ( ^r'  +  AT'  Y)  cos  ( X^Y ) . 

donnée  encore  par  M.  Binet.  De  plus,  si  dans  les  formules  (44),  (45) 
on  substitue  les  valeurs  de 

X,    j,    z,    A-,    r,    z. 
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tirées  des  formules  (2),  (3),  et  les  valeurs  semblables  de 

./',     r\     z',      I  '.     }\     /. 

on  obtiendra  deux  équations  dont  la  première  a  été  indiquée  par 
M.  Sturm,  dans  le  Mémoire  cité,  et  dont  la  seconde  sera 

(46)  cosVr,  .^;= T^7^-T ^ jy^ +  jryyj 

cos- \\,X  )  <'os"  V y,  >  /  f'os-  V z,  A / 

cos  V  /•,  y  ;/  (-os  V  s,  '/.)  +  cos  \  /•,  /.  )  cos  \  .v,  y  /  ,     (  ^   ^j 

cos\y,  Y  /  cosVz,  L) 
cos  V  /-,  z  ;/  cos  V  5.  X  /  +  cos  y  /-,  X  y  cos  y  .y,  /-  y        H^   ^j 

cosyz,  z/  cosyx,  X  / 

cosyr.  x^  cosy*.  y )  +  cosyr,  y^  cosy5.  x/        (  v  >  ) 
+  -A__^ r'Ax        (/<\ costX.W. 

cosyx,  X/  cos  y  y,  Y  y 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  formules  (i), 

/ /\  \        cosi/-.  x)  cosy.v,  \  j        cosyr,  y  j  cosy.v,  V  j        cosy r.  z/ cos(,.v.  z  j 

(47)  cosV/-.  ^)= ^^^ -t- ^:^^ ^  -^^;7^ 

cos  y  r,  y  /  cos  y  .v,  z  )  -+-  cos  y ,?,  y  }  cos  y  /•,  z  / 


cos  a 


cos^ 


COSfJl.  cosv 

cos  y  /-.  y.  j  cos  y  5.  X  )  +  cos  \s.  z)  cos  \r,\) 
cosv  cos). 

cosyr,  x^  cosy^y,  y^  +  cosy.y,  x^  cosyr.  y J 

— r  -         -  COS  y. 

cos  A  COS  fjL 

Enfin,  si  l'on  fait  coïncider  le  rayon  ,s  avec  le  rayon  r,  les  for- 
mules (44),  (45)  se  réduiront  aux  formules  (4i),  (42),  la  formule  (4) 
ou  (5)  sera  réduite  à  l'équation 

,,„,  cosyr,  xj  cos(,r,  x)        cosyr.  y  j  cosyr.  Y  j        cos^r,  z  j  cosl,  r.  Z  j 

^'^    '  = ry^^TY —  + /  /\\ ^ Ty\\ — ' 

cosyx, Xj  cosyy,Xy  cosyz.  Z; 

que  l'on   trouve  déjà  dans  le  Mémoire  de   M.    Sturm,    et   les   for- 
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mules  (4(i),  (47)  donneront 


(49) 


\r,  xj        cos-\r,  y/        cos-\r,   z/ 


-(x,x)       cosKy,  y)       cos'-(z,  z) 

cosVy,  ^/ cos\z,  Z/  cosVz,  Z/COS\X,X/ 

cosVr,  xjcosir,  y)        ( y\) 
— r^^T — ^cosU,W, 

cos\x,  X/ cos\y,  Y/ 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 


(5o)      1  = 


cos 


(^)       4^)       -l^)         l"^)    l-^) 

\r,xj        cos-\r,  y/        cos-\r,zJ  cos\r,  y/ cos\r.  z/ 

oos-X  cos-|jL  cos^y  "  cos  ]u.  cos  y 

cosV/',  z/ cos\r,  x/        _  cos\r,  xy  cosV/%  v/ 

■^ ■  COSb  ^  2  ''       '•"'^•" 


cosycosX  '  cos>.  cosfjL  '' 

La  formule  (46)  ou  (4")  est  celle  qui  sert  à  exprimer  généralement  le 
cosinus  de  l'angle  compris  entre  deux  directions  données,  en  fonction 
des  cosinus  des  angles  formés  par  ces  deux  directions  avec  trois  axes 
quelconques  rectangulaires  ou  obliques.  La  formule  (49)  ou  (5o) 
fournit  la  relation  connue  qui  existe  entre  les  cosinus  des  trois  angles 
formés  par  une  seule  direction  avec  les  trois  axes  que  Ton  considère. 
Dans  le  cas  particulier  où  les  axes  coordonnés  des  œ.  y,  z  sont 
rectangulaires,  ils  se  confondent  avec  les  axes  conjugués,  c'est-à-dire 
avec  les  axes  coordonnés  des  A',  Y,  Z,  en  sorte  qu'on  a 

A=x,        V=r,        Z=z. 

Alors  aussi,  chacun  des  angles  a,  b,  c,  a,  €,  y  étant  droit,  et  chacun 
des  angles  a,  jj.,  v  étant  réduit  à  zéro,  chacune  des  quantités 

cos«;     cos  6,     cosc 

s'évanouit,  et  chacune  des  suivantes 

sina,     sinô,     sine,     cosX,     cos^,     cosy, 
se  réduit  à  Tunité.  En  conséquence,  les  formules  (10),  (22),  (40»  (44)» 
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(4/),  (5o)  se  réduisent  aux  équations  connues 

(5i)  .x=:  rcos\r,  x)  ,         y  = /•  cos\r,  y) .  z  =  r  cos\r,  z)  _ 

(52)  fj  =  V, 

(53)  r*^=j;2^y-^^'-^ 

(54)  rs  =  xx^~irxy'+ zz', 

(55)  cosVr,  s)  =  ('Oft\r,  x)  cos\s,  \) 

+  cos\r,  y/  cos\s,  y )  -h  cosVr,  z)  co%\s,  z/, 

(56)  I  =  cos- V A-,  X  j  +  cos- V z',  y /  H- cos" V /•,  zj- 

Supposons  maintenant  que  des  axes  coordonnés,  l'un,  par  exemple 
l'axe  des  z,  soit  perpendiculaire  aux  deux  autres,  c'est-à-dire  aux 
axes  des  x  et  j,  l'angle 

c  =  \x,y  ) 

compris  entre  ces  deux  derniers  axes  pouvant  d'ailleurs  être  aigu  ou 
obtus.  Alors,  le  plan  des  x,  y,  étant  en  même  temps  le  plan  des  X,  }', 
l'axe  des  Z  viendra  se  confondre  avec  l'axe  des  z,  en  sorte  qu'on  aura 

(57)  Z=Z,  V=:0. 

Alors  aussi  on  aura  évidemment 

(  58  )  a  =  6  =  a  =  6  =  - ,  y  =i(:, 

2  ' 

par  conséquent, 

cosa  =:cosê  =  cos«  =  cos^  r=  o,         sina  zzr  sine  =  sina=  sln^=:i, 


(59) 

cosy  =  cosr-,  sin-/  =  sinc, 

et  les  formules  (i5)  de  la  page  322  donneront 

(6o)  COs),  =r  COSp.  =rr  sinr,  COSVi=I. 

Au  reste,  la  seconde  des  formules  (6o)  se  tire  immédiatement  de  la 
seconde  des  formules  (Sy),  et  quant  à  la  première  des  formules  (6o), 
on  peut  la  déduire  de  cette  seule  considération  que  les  axes  des  X 
et  )',  tous  deux  renfermés  dans  le  plan  des  ic,  j,  seront,  dans  l'hypo- 
thèse admise,  perpendiculaires,  le  premier  à  l'axe  des  7,  le  second  à 

Œuvres  de  C.  —  S.  11,  t.  XIII.  5o 
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l'axe  des  x\  Les  valeurs  des  angles 

f/,      b.      a,      €.      y.      À,      jjL,      V 

et  celles  de  leurs  sinus  et  cosinus  étant  déterminées  par  les  équations 
qui  précèdent,  les  formules  (12),  (i3),  (22),  (26),  (40'  (44)>  (47)» 
(5o)  donneront 

(61)  J=  ;^ ,  )=  : -,  Z=Z] 

's\nc  sine 

,„    .  .1  —  J   cosr  )    — ^Icosr- 

(b'i)  Xr=  : ,  yr=i ^ ,  Z  =z  A • 

sinr  •  sinr 

(63)  5  =  0  =  sine; 

(64)  /■-  =  a--  + j''^+ --H- î>^j'cosc; 

(65)  /-.ç  cos(r,  5)  =  J7J7'+ )■>•'+ 23'+ (a;)''+ j?')-)  cosr-; 

/'/\^       cosw-,  x/ cos\5,  X  j  +  cos\r,  y/ cosV*.  y/  ^^^        if'^^ 

COS\/-.  s)  =z  1-^ '- ^^- V-r •^■- ^ —    -\-  COsVr,  7.)  COS  \.Ç,  z) 

sin*c 

(66) 


cos  V  r,  X  /  cos  V  ^-  y  /  +  cos  \  5,  x  /  cos  \  r,  y  y 


sin-c- 


Ajoutons  que,  si  des  deux  rayons  vecteurs  /*,  v  le  premier  est  perpendi- 
culaire à  l'axe  des  x,  et  le  second  à  l'axe  des  j,  on  aura 

cos(r,  \)  =  o.         cos(.v,y)  =  o. 

Donc  alors  la  formule  (66)  se  trouvera  réduite  à  l'équation 

(/\\  (/\\         (/\\        cosr         (/\\        (/\\ 

(07)         cos\r,  .?/  =  cos\r,  /. /  cos\.ç,  z) :— — -cos\5.  x^  cos\r.  y/, 

sin-c 

que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

,_,                     (^\        {/\\             (/\\       cos(;r^x)cos(.0-) 
(D«)  ros\r,  z )  cos\.ç,  z  )  —  ros\r,  .v/  = ; — ; ; ' 

la  valeur  de  c  étant  toujours 

r=Vx,y/. 

D'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (35),  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (68),  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par  le  produit 

sinVr,  zy  sin\5,  7. /, 
donne  pour  quotient  le  cosinus  de  l'angle  dièdre  opposé  à  l'angle 


SUH    LA    TIIKOIUK    DKS    |>  KO.I  KCT  I  O  N  S   ()  IMII  ()(i  ON  A  LKS.     Miô 

plan  \r,s)  dans  l'angle  solide  (r,  s,  z).  Donc  l'équation  (68)  entraîne 
la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  fJtant  donnés  trou  axes  des  ac,  j,  z  dont  le  troisième  est 
perpendiculaire  aux  deux  premiers ^  si  Von  nomme 

\,    y,     /. 

trois  longueurs  mesurées  sur  ces  trois  axes^  à  partir  de  V origine^  dans  le 
sens  des  coordonnées  positives^  et  /',  s  deux  droites  qui,  partant  elles-mêmes 
de  r origine,  soient  respectivement  perpendiculaires  la  première  à  l'axe 
des  X,  la  seconde  à  Vaxe  des  y,  le  cosinus  de  l'angle  dièdre  opposé  à  V  angle 

plan  \r,  s)  dans  V angle  solide  (r,  ^,  z)  sera  égal  au  rapport 

cos\.ç,  x/  cosVr,  j ) 

■    (^\    •    (^\    ■    ( '^^  PM' 

sin\r,  z)  sinV^,  z/  sin\x,  y/  tangVx,  y/ 

pris  en  signe  contraire.  Nous  montrerons,  dans  un  autre  Mémoire, 
comment  l'on  peut  faire  servir  cette  proposition,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  formule  (G7)  à  la  recherche  de  Téquation  différentielle  que 
vérifie  généralement  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  deux  lignes 
tracées  sur  une  même  surface  courbe. 

VU.  —  Sur  la  transformation  des  coordonnées  rectilignes 
et  d'' autres  coordonnées  de  même  espèce. 

iNommons 

les  coordonnées  d'un  point  mobile  P  rapportées  à  trois  axes  quel- 
conques menés  par  l'origine  0.  Soient  d'ailleurs 

X,     y,     7.     et     X,     V,     z 

six  longueurs  mesurées  à  partir  de  l'origine  0,  d'une  part  sur  les  demi- 
axes  des^,  j,  z  positives,  d'autre  part  sur  trois  perpendiculaires  aux 
plans  coordonnés  des  j,  «,  des  z,  x,  des  x,y\  etsupposons,  pourfixer 
les  idées,  ces  perpendiculaires  prolongées  à  partir  des  plans  coor- 
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donnés  des  mêmes  côtés  que  les  demi-axes  des  coordonnées  positives, 
en  sorte  que  chacun  des  trois  angles 

(.-^x),  GCv),  (A) 

se  réduise  à  un  angle  aigu.  Enfin  soient 

de  nouvelles  coordonnées  du  point  P,  relatives  à  de  nouveaux  axes 
rectilignes  qui  continuent  de  passer  par  l'origine  0;  et  supposons  que, 
pour  ce  nouveau  système  d'axes,  les  longueurs  précédemment  repré- 
sentées par 

X,    y,    z,    X,    y,    z 
deviennent 

^1'      Jn       ^n      -^n       *n      ^i- 

On  passera  des  coordonnées  x,  y,  z  aux  coordonnées  x^,  j,,  z,,  et 
réciproquement,  par  le  moyen  d'équations  toutes  semblables  à  l'équa- 
tion (i6)  de  la  page  i6i,  par  conséquent  à  l'aide  des  formules 

yx,  XJ  -y-  r  cosVy,  Xi )  +  s  cos \ z,  Xj 
cosVxi,Xi/ 
sU,  yJ  4- j-cosiy,  yJ  +5C08VZ,  yJ 


.37, 


JÎCOS' 


(0 


y\= 


A"COf 


X  cos 


cos(yi,  yJ 
\x,  ZiJ  H- r  cosly,  Zj/  +  5cosVz,  Z,  j 


cos 


(O) 


ou  à  l'aide  des  formules 

I ^iCOsUi>x)  +  j-^cos(yi,xj 

cos\x,  X  j 
1  cos\Xi,  Y  j  -t-  )-,  cosjyi,  Y  j  +^tCosUi,  Y/ 
cosVy,  YJ 
Vxi,  Z  j  H-  )  1  cosyyi,  Z  j -f- ;;t  cosyz^    ZJ 

{Cl) 


(2) 


(.)■ 


X,  cos' 


cos 


En  vertu  de  ces  formules  qui  étaient  déjà  connues  [voir  en  particulier 
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le  Mémoire  de  M.  Sturm,  inséré  dans  le  Tome  XV  des  Annales  de 
Mathématiques  de  M.  Gergonne],  les  coordonnées  x,,  j,,  s^  seront  des 
fonctions  linéaires  de  a^,  y,  2,  et  réciproquement.  D'ailleurs,  en  résol- 
vant les  équations  (2)  par  rapport  aux  coordonnées  nouvelles 

on  obtiendra,  pour  ces  coordonnées,  des  valeurs  qui  devront  évidem- 
ment coïncider  avec  celles  que  fournissent  les  formules  (i),  quelles  que 
soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées  à  o^,  y,  z.  Donc  les  constantes  qui 
représentent  les  coefficients  de  j?,  j,  z,  dans  les  formules  (i),  pourront 
être  exprimées  en  fonction  des  constantes  qui  représentent  les  coeffi- 
cients de  a?,,  Ji >  ^1  dans  les  formules  (2),  et  réciproquement,  en  sorte 
qu'on  pourra  obtenir  neuf  équations  de  condition  entre  les  cosinus  des 
six  angles 

(x^x).  (A),  iCzl 

(Cx):-    (}0),       (Cz) 

et  les  cosinus  des  angles  formés  :  i"  par  les  directions  des  longueurs 
x,  y,  z  avec  les  directions  des  longueurs  X,,  Y,,  Z,  ;  -i"  par  les  direc- 
tions des  longueurs  x, ,  y, ,  z,  avec  les  directions  des  longueurs  X,  Y,  Z. 
Dans  le  cas  particulier  où  les  nouveaux  demi-axes  des  coordonnées 
positives  coïncident  avec  ceux  sur  lesquels  se  mesurent  les  longueurs 
X,  Y,  Z,  les  nouvelles  coordonnées  du  point  P,  relatives  à  ces  nouveaux 
demi-axes,  sont  précisément  celles  que,  dans  le  paragraphe  VI,  nous 
avons  représentées  par  les  trois  lettres 

1,     },    /. 

Alors  aussi  les  formules  (i)  et  (2)  se  réduisent  aux  formules  (i  2),  (1 3) 
du  paragraphe  Vi,  et  les  équations  de  condition,  que  vérifient  les  coef- 
ficients renfermés  dans  ces  formules,  aux  six  équations  comprises 
dans  la  formule  (20)  du  paragraphe  VI. 

Lorsque  lesaxescoordonnésdes.r,,.r(,  ^1  se  coupentàangles  droits, 
les  directions  des  longueurs  X,,  Y,,  Z,  se  confondent  avec  celles  des 
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longueurs  x, ,  y, ,  z, ,  et,  par  suite,  les  formules  (i)  donnent  simplement 

l  ^,  =  ^cosVx,  Xi  j  -+-  y  C06\y,  x,  j  +  s  cos(z,  Xj  j, 

(^)  j  ji  =  ^cosVx,  yj  +  jcosVy,  y,/ +^cosVz,  yj, 

1    3,  :^a;  cosVx,  z,  /  -h  j  cos\y,  z,  /  +  ^  cosV^.  z,  j. 

Pareillement,  lorsque  les  axes  des  x,  y,  z  se  coupent  à  angles  droits, 
les  directions  des  longueurs  X,  Y,  Z  se  confondent  avec  celles  des 
longueurs  x,  y,  z,  et,  par  suite,  les  formules  (2)  deviennent 
simplement 

i   a;  =  a,\  cosVx,  x,  )  +j)-,  cosVx,  y,  j  +  5,  cos^x,  z, /, 

('♦)  \  j  =  a;i  cosVy.  x,  )  +  v,  cosVy,  y,  /H-  -,  cos\y.  z,  j, 

[     ;;  =ix^  cosVz,  x,  j  +  j,  cos^z,  y,  j  -h  ;,  cos\z,  z,  j. 

Si  les  deux  systèmes  d'axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  les 
formules  (4)  subsisteront  en  même  temps  que  les  équations  (3). 

Concevons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  transformer  les  coordonnées 
obliques 


en  coordonnées  rectangulaires 

relatives  encore  à  trois  axes  qui  passent  par  l'origine  0,  et  supposons 
que  ces  trois  axes,  prolongés  dans  le  sens  des 

positives,  soient  respectivement  ceux  sur  lesquels  se  mesurent  les  trois 
longueurs 

En  d'autres  termes,  supposons  que  le  demi-axe  des  SC  positives  se 
confonde  avec  le  demi-axe  des  a?  positives;  le  demi-axe  des  '^l  posi- 
tives, avec  une  droite  menée,  dans  le  plan  des  a:,  y,  perpendiculaire- 
ment à  l'axe  des  x,  et  dirigée  de  manière  à  former,  avec  le  demi-axe 
des 7 positives,  un  angle  aigu;  enfin  le  demi-axe  des  ^^  positives,  avec 
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une  droite  perpendiculaire  au  plan  des  ^,7,  et  dirigée  de  manière  à 
former,  avec  le  demi-axe  des  z  positives,  un  angle  aigu.  En  rempla- 
çant dans  les  équations  (3)  et  (2), 

-^•m     J'n     -1     pai-     -^^\     '-}f^     py 

et  X,,  y,,  Z|  par  x,  y^,  z^,,  on  trouvera 

/  /\  \  (  /'\\ 

X  =^  a;  -h _}'  cos \ y ,  X /  +  3  cos  \z,  \  J , 
'^=,vcosVy,  yj  +  3  cos (,7,,  yj, 
p-—zco9,\7.,  7.^,  j, 


(5) 


et 


a!  =  X  +  '■}j 


(6) 


^ 


cos\y 


(;os\x,  X/ 


cos 


iCx) 


cos(yOi') 
Z 


.(.C^) 


D'autre  part,  les  trois  longueurs 

-X,     Y,     Z 

pourront  être  censées  se  confondre,  en  grandeur  comme  en  direction, 
avec  les  trois  longueurs 

et  si,  en  considérant  l'angle  solide  (  x,  y,  z),  on  nomme  : 

a,  h,  c  les  trois  angles  opposés  aux  trois  arêtes  x,  y,  z; 
a,  o,  y  les  trois  angles  dièdres  opposés  à  ces  angles  plans; 
X,  ;j.,  V  les  angles  aigus  formés  par  les  trois  arêtes  x,  y,  z  avec  les 
perpendiculaires  aux  trois  faces  opposées  à  ces  arêtes,  on  aura 

[y,  7.)  =  a,  \A,\)  =  h,  [\,y)=,-, 

{:<\)=y.    (A)-.,    (^)-v. 
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Cela  posé,   en  ayant  égard  aux  formules  (i),   (6),  (8),  (9)  des 
pages  342  et  344»  on  trouvera 

(  ^-\  (  ^\ 

cos\y,  x/ =  cosc,         cos\z,  xy  =  cosô, 

cos\y,  Jx/  =  sinVx,  y/ =  sine,  cos\z,  y^/  =  sin(z,  x)  cos(yx,  Zx)  =  sinô  cosa, 

cos\z,  7.^  y)  =  cosVz,  x)  =z  cosv, 

cos(zx,y,  X)  r=  cosVZ,  Y/ r=: — cosê,         cos (z^  y,  \ )  =  cos l,Z,   Y )  =z — cosy. 

De  plus,  les  longueurs 

étant  toutes  trois  comprises  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  des  œ,  et  les  deux  longueurs 

étant,  dans  le  plan  dont  il  s'agit,  perpendiculaires  l'une  à  l'autre, 
l'angle  aigu 

aura  pour  complément  l'angle 

OU  son  supplément  a.  On  aura  donc 

cos\yx.  Y/  =  sina, 

et  l'on  trouvera  de  même 

cos VXy,  Xy  =  sine. 

Enfin,  les  plans  des  deux  angles 

V-V>,yx/,  VXy,     X/     =     (xy,     Xy,j 

étant  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  puisque  le  premier  de  ces  deux 
plans,  c'est-à-dire  le  plan  des  a:,  y,  passe  par  l'axe  des  y,  tandis  que 

le  plan  \x,,  x^  J  est  perpendiculaire  au  même  axe,  le  septième  théo- 
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rème  de  la  page  349  donnera 

cos \y^,x)  =  cos V Xv,  Jx /  cos ( x,,,  X )  =  cos ( x,,  y, )  sin ê ; 
et  comme  évidemment  l'angle 

sera  le  supplément  de  l'angle  (x,  y)  =  c,  la  valeur  précédente  de 
cosVy,,  X j  deviendra 

cosVjx,  XJ=r— coscsinê. 

Donc,  en  définitive,  si  l'on  exprime,  en  fonction  des  neuf  angles 

«.      f^r     c,     a,      g,     y,      A,     fjL,     y, 

les  coefficients  de  x,  y,  z  ou  de  Su,  ^,  g,  renfermés  dans  les  seconds 
membres  des  formules  (5)  et  (6),  ces  formules  se  réduiront  aux 
suivantes-: 

(7) 


(8) 


On  ne  doit  pas  oublier  que,  dans  les  formules  (7),  (8),  les  trois 

cosinus 

cos).,     cos^,     cosv 

sont  liés  aux  sinus  des  angles 

rt,     b,     r,     a,     ê,     y 

par  les  équations  (iT))  de  la  page36i,  ce  qui  permet  d'éliminer  les  trois 
angles 

X,       IX,       V. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  tire  des  équations  dont  il  s'agit  des  valeurs 
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œ  = 

•X  +  JCOSC  +  z  cosê, 

^  = 

:  >'  sine  H-  z  %\ub  cos  a, 

z  cosv, 

a;  = 

cp       '}/singcosc  +  ^ 

cos 

g 

cos  A 

}■  = 

'}!  sin  oc  —  p  cos  a 

cos;jL 

z  = 

cosv 
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de  cosX,  cosjx,  cosv,  exprimées  à  l'aide  des  seuls  angles 

b,     c,     a,     ê, 

déjà  renfermés  dans  les  formules  (7)  et  (8),  on  aura 

cos7v  =  sine  sine,         cos^  =  sinr;  sina,         cosv  =  sin^  sina; 

et,  par  suite,  les  formules  (7),  (8)  donneront 

[  9ù^=.x  ^  y  cos  c  +  z  cos  h . 
(9)  <  ^^=1  j  sine  +  s  sini  cosa, 

\  '■'^z=.  z  sin h  sin a  ; 

IX -=^31  —  ^cotc  —  pcosécccolê, 
jz^C^I  —  ^cota)  cosécc, 
s  r=  p  coséc a  coséc 6. 

Les  équations  (9),  (10)  s'accordent  avec  des  formules  déjà  connues. 
Elles  offrent  cela  de  remarquable,  qu'elles  renferment  seulement  les 
deux  angles  plans 

formés  par  les  demi-axes  des  j  et  2  positives  avec  le  demi-axe  des 
X  positives,  et  l'angle  dièdre  a  compris  entre  les  plans  des  deux 
angles  6,  c.  Les  deux  dernières  des  équations  (10)  remplissent  aussi 
cette  condition,  à  laquelle  la  première  des  équations  (10)  satisfera 
elle-même,  si  l'on  substitue,  à  la  place  de  cote,  sa  valeur  déduite  des 
formules  (27)  et  (35)   du   paragraphe  IV.   En   effet,   ces   formules 

donneront 

sinrt  cosS  =  sine  cos6  —  sinô  cose  cosa, 

sin«  sin  ê  =  %\Vib  sina, 

et,  par  suite, 

«       sine  cos  6  —  sin  ^  cose  cos  a 

COlor=  ; — j — ; > 

sino  sina 

puis  on  en  conclura 

«       cote  —  cos  a  cote 

cosececoto=: ; • 

sin  a 

Donc,  les  formules  (10)  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

/  col/j  —  cos  a  cote 

a;  =  a:  — '^v/ cote  —  ^ - 


sin  a 

^  '  ^  J  =  ('^|  —  ^  cota)  coséce, 

;3  =  p  coséc  a  coséc  ^>. 
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Au  reste  pour  obtenir  immédiatement  les  formules  (i  i),  il  suffit  de 
résoudre,  par  rapport  à  x,  y  z,  les  équations  (9). 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  P  est  l'un  de  ceux  que  renferme 
le  plan  des  x,  y,  les  ordonnées  s  et  ^  s'évanouissent.  Alors  les  rela- 
tions linéaires  qui,  en  vertu  des  formules  (9)  et  (11),  subsistent 
entre  les  coordonnées  Xy  y  et  ^,  ^,  se  réduisent  aux  suivantes  : 

(12)  cC=:a;  H- jcosc,  '^  =  jcosc, 

qu'il  serait  d'ailleurs  facile  d'établir  directement. 


MEMOIRE 


SUR    LES 


FONCTIONS  DE  VARIABLES   IMAGINAIRES 


I.  —  Des  expressions  imaginaires,  de  leurs  arguments  et  de  leurs  modules. 

Ainsi  que  je  l'ai  remarqué  dans  mon  Analyse  algébrique,  une  expres- 
sion imaginaire  n'est  autre  chose  qu'une  expression  symbolique  de  la 

forme 

a  +  6  v'  —  I , 

a,  ê'  désignant  deux  quantités  réelles.  On  dit  que  deux  expressions 
imaginaires 

a  -t-  6v''—  I ,         y  -t-  0 v'—  I 

sont  égales,  lorsqu'il  y  a  égalité  de  part  et  d'autre  :  i**  entre  les  par- 
ties réelles  a  et  y;  2°  entre  les  coefficients  de  \l  —  i,  savoir,  ^  et  0. 
L'égalité  de  deux  expressions  imaginaires  s'indique,  comme  celle  de 
deux  quantités  réelles,  par  le  signe  =,  et  il  en  résulte  ce  qu'on  appelle 
une  équation  imaginaire.  Cela  posé,  toute  équation  imaginaire  n'est 
autre  chose  que  la  représentation  symbolique  de  deux  équations  entre 
quantités  réelles.  Par  exemple,  l'équation  symbolique 

a  +  êy/ —  1  =  y  +  ôy' —  i 
équivaut  seule  aux  deux  équations  réelles 

L'emploi  des  expressions  imaginaires,  en  permettant  de  remplacer 
deux  équations  par  une  seule,  offre  souvent  le  moyen  de  simplifier  les 
calculs  et  d'écrire  sous  une  forme  abrégée  des  résultats  fort  compliqués. 
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Tel  est  même  le  motif  principal  pour  lequel  on  doit  continuer  à  se 
servir  de  ces  expressions  qui,  prises  à  la  lettre  et  interprétées  d'après 
les  conventions  généralement  établies,  ne  signifient  rien  et  n'ont 
pas  de  sens.  Le  signe  v — i  n'est  en  quelque  sorte  qu'un  outil,  un 
instrument  de  calcul,  qui  peut  être  employé  avec  succès,  dans  un 
grand  nombre  de  cas,  pour  rendre  beaucoup  plus  simples  et  plus  con- 
cises, non  seulement  les  formules  analytiques,  mais  encore  les  mé- 
thodes à  l'aide  desquelles  on  parvient  à  les  établir. 

Deux  expressions  imaginaires  qui  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  que 
par  le  signe  du  terme  que  renferme  v^  —  i ,  par  exemple 

a  H-  ê\/ —  I,     a — êy/' — i, 

sont  ce  qu'on  appelle  conjuguées. 

Concevons  maintenant  que  l'on  effectue  l'addition  ou  la  multiplica- 
tion de  deux  ou  de  plusieurscxpressionsimaginaires,  en  opérant  d'après 
les  règles  généralement  établies,  comme  si  s] —  i  était  un  facteur  réel 
dont  le  carré  fût  égal  à  —  i.  On  obtiendra  pour  résultat  une  nouvelle 
expression  imaginaire,  qui  sera  ce  qu'on  appelle  la  somme  ou  \e  produit 
des  expressions  données.  Il  est  d'ailleurs  naturel  d'indiquer  cette 
somme  ou  ce  produit  à  Taide  des  notations  adoptées  pour  représenter 
la  somme  ou  le  produit  de  quantités  réelles.  C'est  ce  que  Ton  fait  tou- 
jours. Lorsque  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre  deux  expressions 
imaginaires  conjuguées,  le  produit  devient  réel.  On  a  effectivement 

(i)  (a  +  Sv/^)(a  — êy/— ^)  =  °''"+§'• 

Dans  le  cas  particulier  où  les  quantités  réelles 

3t,      ê 

se  réduisent  au  cosinus  et  au  sinus  d'un  même  arc  gj,  alors,  de  l'équa- 
tion (i)  jointe  à  la  formule 

(a)  cos-cj  +  sin-nj=:  I, 

on  tire 

(3)  (cosGT  -f-y,' —  I  sincj)  (cosci  — \J —  i  sincj)  =  i. 
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Toute  expression  imaginaire 

a  -h  S  v'  —  I 

peut  être  présentée  sous  la  forme 

p(coscT  -l-\/ —  I  sincj). 

p  désignant  une  quantité  positive  et  vn  un  arc  réel.  ElFectivement,  si 

l'on  pose  

a  -t-  ê  \J—  I  =  p(cosGî  +  \J—  I  sinBj), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(/^)  a=ipcoscT,         6r=psincT. 

on  tirera  des  équations  (4),  jointes  à  la  formule  (2), 

(5)  p-=a-+ê-,  - 

puis,  en  supposant  p  positif, 

(6)  pr=v/«2_(_g2^ 


et  il  est  clair  qu'on  pourra  satisfaire  aux  équations  (7)  par  une  valeur 
réelle,  et  même  par  une  infinité  de  valeurs  réelles  de  l'arc  m.  Le 
facteur  p,  dont  la  valeur  unique  se  détermine  par  la  formule  (6),  est 
ce  qu'on  appelle  le  module  de  l'expression  imaginaire 

l'arc  in  est  ce  que  je  nommerai /'âr^wme/if  de  cette  expression.  Si  w 
désigne  une  des  valeurs  de  cet  argument,  on  vérifiera  généralement 
les  équations  (7)  en  prenant 
(8)  GT=:a)±:2A7:, 

k  étant  un  nombre  entier  quelconque;  et,  par  suite,  les  diverses 
valeurs  de  l'argument  gî  formeront  une  progression  arithmétique  dont 
la  raison  sera  la  circonférence  211.  Ajoutons  que,  si  l'on  désigne  par  cp 
un  arc  réel  quelconque,  une  seule  des  valeurs  de  l'argument  ct  se 
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trouvera  renfermée  entre  les  limites 

cp  —  7r,     cp  -r-  t:. 

Comme  il  suffira  de  changer  le  signe  de  tn  pour  transformer  l'une 
dans  l'autre  les  deux  expressions 

a  +  gy/— i=:p(coscT  + V  — I  sinm),  a  —  o  v^^^=  p(coscj  —  v^^^  sincr), 

il  est  clair  que  deux  expressions  imaginaires  conjuguées  offriront 
toujours,  avec  un  module  commun  équivalent  à  la  racine  carrée  de 
leur  produit,  deux  arguments  égaux,  au  signe  près,  mais  affectés  de 
signes  contraires. 

Si  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  expressions  imaginaires 

cossT  4- \/— I  sincj,     coscj'+ y/— I  sincr', 

dont  Gï,  G3'  représentent  les  arguments,  et  dont  les  modules  se 
réduisent  à  l'unité,  on  trouvera 

(9)  (coscT  +  y/—  I  sincr) (cos7n'+  \/—  i  sincî') 

=  cos(nTH-  m')  H- y/—  i  sin(GJ  H- gt'). 

Par  suite,  si  Pon  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  expressions 
imaginaires 

a  +  ê  V  —  I  =  p(cosGT  +  v'^^—  I  sincj),      oc' -h  &' \/'^  =  p' (cosrs' +  ^/^^  sincr')- 

dont  les  modules  p,  p'  peuvent  différer  de  l'unité,  on  trouvera  non 
seulement 

(10)  (a  +  gyCr7)(a'+ê'  y/37)=  aa'—  êg'+  (a6'+  a'g)  y/^, 
mais  encore 

(11)  (a  +  g  v/37)(a'H-  g' v/^)  =  pp'[cos{ts  +  rs')  +  \^/^ sin (cr  4-  gj') ]. 

Il  suit  de  la  formule  (10),  que  le  produit  de  deux  expressions  imagi- 
naires a  pour  module  le  produit  de  leurs  modules,  et  pour  argument  la 
somme  de  leurs  arguments.  D'ailleurs,  le  produit  pp'  étant,  en  vertu  des 
formules  (10)  et  (i  i),  le  module  de  l'expression  imaginaire 

olol'-  gg'+  (ag'+  a'g)  s/^^i, 
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l'équation  (j)  donnera 

p'-p"-=  (aa'—  66')-+  (a6'-+-  a'6)-, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(12)  (a'-+6'-)(a'-+6'-^)  =  (5ca'-66')-+(a6'+a'6)-. 

La  formule  (9)  n'est  autre  chose  que  la  représentation  symbolique  des 
deux  équations  réelles  qui  servent  à  exprimer  le  cosinus  et  le  sinus 
de  la  somme  de  deux  arcs  en  fonctions  des  sinus  et  cosinus  de 
ces  deux  arcs.  Laformule  (n),  appliquée  au  cas  où  les  quantités  a, 
a',  S,  Ç'  deviennent  des  nombres  entiers,  fait  voir  que,  si  l'on  mul- 
tiplie l'un  par  l'autre  deux  nombres  entiers  dont  chacun  soit  la  somme 
de  deux  carrés,  le  produit  sera  encore  une  somme  de  deux  carrés. 

Si  l'on  multipliait  l'une  par  l'autre  trois,  quatre,  etc.  expressions 
imaginaires,  alors,  k  la  place  de  la  formule  (11),  on  obtiendrait  une 
formule  analogue  de  laquelle  on  conclurait  que  le  ptoduit  de  plusieurs 
expressions  imaginaires  a  pour  module  le  produit  de  leurs  modules,  et 
pour  argument  la  somme  de  leurs  arguments. 

II.  —  Des  varialjles  imaginaires. 

Lorsqu'on  suppose  variables  les  deux  quantités  réelles  .v,  /,  ou  au 
moins  l'une  d'entre  elles,  l'expression  imaginaire  x  déterminée  par  la 
formule 

(1)  X=^S  +  t\j  —  I, 

est  ce  qu'on  appelle  une  variable  imaginaire. 

Si  l'on  nomme  r  le  module  et  p  l'argument  de  la  variable  imagi- 
naire Xy  on  aura  généralement 

(2)  0;=:  r(cos/> -h  y/^ — I  siny>), 

r,  p  étant  liés  à  5  et  ^  par  les  formules 

(3)  .î=:rcos//,         tz=z  r  i>\\\p\ 

et  il  sera  nécessaire  que  des  deux  quantités  ;•  et/>,  l'une  au  moins,  soit 
variable  avec  x. 

Œuvres  de  C .  —  S.  II,  t.  XIII.  5a 
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Rien  n'empêche  de  considérer  les  quantités  réelles  s,  t  comme 
représentant  les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  situé  dans  un  plan 
donné.  Alors  les  diverses  valeurs  de  x  que  l'on  déduira  de  la  for- 
mule (i),  en  attribuant  aux  variables  ^,  t  divers  systèmes  de  valeurs, 
correspondront  aux  diverses  positions  que  pourra  prendre  un  point 
mobile  P  dans  le  point  dont  il  s'agit.  Si  les  coordonnées  s,  t  sont  non 
seulement  rectilignes,  mais  rectangulaires,  le  module  /•  et  l'argu- 
ment p,  liés  à  j  et  r  par  les  formules  (3),  représenteront  le  rayon 
vecteur  mené  de  l'origine  à  ce  point,  et  V angle  polaire  que  décrira  ce 
rayon  vecteur  en  tournant  autour  de  l'origine  considérée  comme  pôle; 
par  conséquent,  /•  et  p  seront  ce  qu'on  appelle  les  coordonnées 
polaires  du  point  P. 

Si,  dans  l'équation  (i),  on  fait  converger  la  variable  s  vers  une  cer- 
taine limite  S,  et  la  variable  /  vers  une  certaine  limite  T,  la  variable  x 
convergera  elle-même  vers  une  limite  correspondante  X  qui  sera 
déterminée  par  la  formule 

Une  expression  imaginaire  variable  est  appelée  infiniment  petite 
lorsqu'elle  converge  vers  la  limite  zéro,  ce  qui  suppose  que,  dans 
l'expression  donnée,  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  v^ — i 
convergent  en  même  temps  vers  cette  limite.  Cela  posé,  repré- 
sentons par 

a  +  ê  y/ — 1  =  p(^cosGj -f- V  —  I  sincr) 

une  expression  imaginaire  variable,  a,  ê  désignant  deux  quantités 
réelles  auxquelles  on  peut  substituer  le  module  p  et  l'argument  m. 
Pour  que  celte  expression  soit  infiniment  petite,  il  sera  nécessaire  et 
il  suffira  que  son  module  c  soit  lui-même  infiniment  petit. 


m.  —  Sur  les  fonctions  de  variables  imaginaires 
et  sur  celles  de  ces  fonctions  que  Von  nomme  entières  ou  rationnelles. 

Les  variables  imaginaires  peuvent  être  soumises,  aussi  bien  que  les 
variables  réelles,  à  diverses  opérations  dont  les  résultats  sont  des 
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fonctions  de  ces  variables.  Ces  fonctions  se  trouvent  complètement 
définies  quand  les  opérations  ont  été  définies  elles-mêmes  et  quand 
on  a  complètement  fixé  le  sens  des  notations  employées  dans  le  calcul. 
Ainsi,  par  exemple,  en  vertu  des  définitions  et  conventions  admises 
dans  le  paragraphe  1,  la  somme  ou  \q produit  de  plusieurs  expressions 


imaginaires 


sj-u    oc'+ê'v'-i,    a"+ê'V-i, 


ne  sera  autre  chose  que  l'expression  de  même  forme  à  laquelle  on 
parvient  quand  on  ajoute  entre  elles,  ou  quand  on  multiplie  l'une  par 
l'autre  les  expressions  données,  en  opérant,  d'après  les  règles  établies 
pour  les  quantités  réelles,  comme  si  v^ — i  était  un  facteur  réel  dont 
le  carré  fût  égal  à  —  i  ;  et  cette  somme  ou  ce  produit  s'indiquera  tou- 
jours à  l'aide  des  notations  dont  on  se  sert  pour  représenter  la  somme 
ou  le  produit  de  quantités  réelles.  Donc,  si  l'on  nomme 
a,     6,     c,      ....     X,    7,     5,      ... 

plusieurs  constantes  et  variables  imaginaires,  les  valeurs  des  fonc- 
tions de  X  représentées  par  les  notations 

j7  H- a,     jc  -\-  a  +  b,      ...,     ax,     abx.     abcx.      .... 

et  des  fonctions  de  a?,  j,  5,  ...  représentées  par  les  notations 

X  +y,     x-hy  +  z,      .  .  . ,     xy,     xyz,      axyz,      

seront  toujours  complètement  déterminées. 

De  la  notion  des  produits,  on  passe  immédiatement,  comme  l'on 
sait,  à  celle  des  puissances  entières.  En  efi'et,  si  l'on  désigne  par  n  un 
nombre  entier  quelconque,  et  para:  une  variable  réelle,  la  n'*'""  puis- 
sance de  X,  représentée  par  la  notation  xT,  ne  sera  autre  chose  que  le 
produit  de  n  facteurs  égaux  à  x.  Or,  il  suffira  évidemment  d'étendre 
cette  définition  et  cette  notation  au  cas  même  où  la  variable  x  devient 
imaginaire,  pour  que  la  fonction 

soit  toujours  complètement  déterminée. 
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Si  l'on  nomme  /•  le  module  et  p  l'argument  de  x,  alors,  en  vertu  de 
la  dernière  des  propositions  énoncées  dans  le  paragraphe  l,  x"  aura 
pour  module  le  produit  r"  de  n  facteurs  égaux  à  /•,  et  pour  argument  la 
somme  /i/>  de  n  quantités  égales  à/>.  On  aura  donc 

( 1 )  Jc" z=z  r" ( cos  np  -+-  \/ —  i  siii  «/» ). 

Ces  principes  étant  admis,  une  fonction  d'une  ou  de  plusieurs 
variables  imaginaires  pourra  être  considérée  comme  complètement 
déterminée,  quand  elle  résultera  d'une  ou  de  plusieurs  opérations 
dont  chacune  sera  une  addition,  une  multiplication  ou  l'élévation 
d'une  expression  imaginaire  variable  k  une  puissance  entière.  En 
effet,  pour  obtenir  la  valeur  d'une  telle  fonction,  il  suffira  d'effectuer, 
Tune  après  l'autre,  les  opérations  dont  il  s'agit.  Les  fonctions  ainsi 
construites  avec  des  variables  imaginaires  sont  appelées  fonctions 
entières  de  ces  variables,  c'est-à-dire  qu'on  leur  donne  le  nom  assigné 
aux  fonctions  de  même  nature,  construites  avec  des  variables  réelles. 
Cela  posé,  les  fonctions  entières  de  variables  imaginaires  jouiront 
évidemment  des  mêmes  propriétés  que  les  fonctions  entières  des 
variables  réelles,  et  vérifieront  les  mêmes  formules.  Ainsi,  en  parti- 
culier, la  somme  ou  le  produit  de  plusieurs  variables  imaginaires,  tout 
comme  la  somme  ou  le  produit  de  plusieurs  variables  réelles,  offrira 
une  valeur  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  les  additions  ou  les 
multiplications  seront  effectuées.  Ainsi  encore  les  deux  formules 

{x+y){x—y)  =  x'-  —  y\ 
{x-i-yy-=x''-h2xy-hy-, 

et  les  formules  plus  générales 

(2)  x'*  —  y"=z  {x  —  y)  (^"-'  H-  x'^-'j  H-. . .  +  ^j"~'  + j"), 
(6)                 (x  4- j)"=^"+  nx'^-^y  h ^^ £^«---!jï  +  .  .  .4- j", 

(5)  {xyy=x'^y\ 

(6)  {x''y"  =  x""', 

dans  lesquelles  m  et  n  désigneront  des  nombres  entiers  quelconques. 
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subsisteront  pour  des  valeurs  imaginaires,  aussi  bien  que  pour  des 
valeurs  réelles  des  variables  x^  y. 

Les  opérations  inverses  de  l'addition  et  de  la  multiplication  peuvent 
être  effectuées  sur  des  variables  imaginaires,  aussi  bien  que  sur  des 
variables  réelles.  Il  est  naturel  de  désigner,  sous  les  mêmes  noms, 
dans  les  deux  cas,  ces  opérations  inverses  et  leurs  résultats,  et  de 
représenter  ces  résultats  à  l'aide  des  mêmes  notations.  C'est  ce  que  Ton 
fait,  autant  qu'il  est  possible.  Entrons,  à  ce  sujet,  dans  quelques 
détails. 

Etant  données  deux  variables  réelles  ou  imaginaires  x  et  j,  la  sous- 
traction ou  l'opération  inverse  de  l'addition  consiste  à  trouver,  par 
exemple,  une  nouvelle  variable  z  qui,  ajoutée  à  la  variable  x,  repro- 
duise la  variable  j,  et  vérifie  en  conséquence  la  formule 

(7)  x  +  z-=y. 

Le  résultat  de  la  soustraction  s'appelle  différence.  Or,  comme  pour 
tirer  de  l'équation  (i)  la  valeur  de  j,  il  suffira  d'ajouter  —  x  aux  deux 
membres,  il  est  clair  que  la  différence  ^  de  y  à  x  sera  déterminée  par 
la  formule 

(8)  z.=y-x. 

et  représentée,   pour   des    valeurs  quelconques  de  x  et  y,  par   la 

notation 

y  —  x. 

Ainsi  la  soustraction  peut  être  réduite  à  l'addition;  et,  pour  soustraire 
la  variable  x  de  la  variable  y,  il  suffira  d'ajouter  à  cette  dernière  la 
variable  — x. 

La  ^/ùmo^  n'étant  autre  chose  que  l'opération  inverse  de  la  multi- 
plication, pour  diviser/  parx,  il  suffira  de  chercher  la  valeur  de  j  qui, 
multipliée  para;,  reproduit j,  et  vérifie  en  conséquence  la  formule 

(9)  ^'^=y- 

Le  résultat  de  la  division  s'appelle  quotient  ou  rapport  géométrique .  Le 
quotient  de  y  par  x  s'indique,  pour  des  valeurs  quelconques  réelles  ou 


Mi  MÉMOIRE 

imaginaires  de  a?,  à  l'aide  de  la  notation 


—  » 

X 


en  sorte  que  l'équation  (9)  entraîne  toujours  la  suivante 

(10)  z^^. 

X 

D'ailleurs,  si  l'on  nomme  ;•,  /■'  le  module  des  variables  x,y,  et/),/)' 
leurs  arguments,  on  aura 

^=:r(cos/)  H- V  —  I  sinjo),         y  =z  r'(cos/?'+  \/—  i  sin/?'), 

et,  pour  tirer  la  valeur  de  2  de  l'équation  (9),  réduite  à  la  forme 

rz{cos,p  -+-  y/—  i  sinp)  =r  r'{cosp'-h  y/—  i  sin/?'), 

il  suffira  évidemment  de  multiplier  les  deux  membres  :  i"  par  le  fac- 
teur -  ;  2°  par  le  fadeur 

cos/>  —  y/ —  1  sinp. 

En  opérant  ainsi,  on  trouvera,  pour  des  valeurs  du  rapport  -  =  z, 

et  l'on  pourra,  en  conséquence,  affirmer  que  le  rappoi-tde  deux  expres- 
sions imaginaires  a  pour  module  le  rapport  de  leurs  modules,  et  pour 
argument  la  différence  de  leurs  arguments.  Cette  proposition,  qui  pour- 
rait évidemment  se  déduire  de  celle  que  nous  avons  énoncée  à  la  fin 
du  paragraphe  I,  prouve  que  le  quotient  de  deux  variables  imaginaires 
est  toujours  complètement  déterminé,  à  moins  que  le  diviseur  y  ne 
s'évanouisse  avec  son  module  /•. 

Dans  le  cas  pat  ticulier  où  y  se  réduit  à  l'unité,  le  rapport  z,  réduit 
à ->  devient  ce  que  nous  appelons  l'expression  ou  la  variable  inverse 
dex.  Alors  la  formule (11)  donne 

(12)  ^  =  ^{cosp-^'^smp). 

Donc  V inverse  -  de  la  variable  imaginaire  x  offre  un  module  inverse  du 
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module  de  ao,  avec  un  argument  égal,  au  signe  près,  à  r argument  de  x, 
mais  affecté  d'un  signe  contraire. 

Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  des  formules(ii)et(i2),  jointes 
à  la  formule  (i  i)du  paragraphe  I, 

(i3)  "  =7  X  -, 

il  est  clair  que,  pour  diviser  j  par  x,  il  suffira  de  multiplier/  par  l'in- 
verse de  X.  Ainsi  le  rapport  de  deux  variables  imaginaires  est  le  produit 
de  la  première  par  Vinverse  de  la  seconde.  Cette  proposition,  jointe  à 
celle  que  nous  avons  énoncée  toutà  l'heure,  permet  de  substituer  une 
multiplication  à  une  division. 

Une  fonction  d'une  ou  de  plusieurs  variables  imaginaires  estappelée 
rationnelle  lorsqu'elle  est  le  résultat  de  plusieurs  opérations  dont  cha- 
cune se  réduit  à  une  addition,  à  une  multiplication,  à  la  formation 
d'une  puissance  entière,  ou  à  une  division.  Cela  posé,  les  fonctions 
rationnelles  de  variables  imaginaires  jouiront  évidemment  des  mêmes 
propriétés  que  les  fonctions  rationnelles  de  variables  réelles,  et  véri- 
fieront les  mêmes  formules.  Ainsi,  en  i^^v\\zw\\^v , toute  fonction  ration- 
nelle pourra  être  réduite  au  rapport  de  deux  fonctions  entières  ;  et,  de 
plus,  un  tel  rapport  ne  sera  point  altéré  si  ses  deux  termes  sont  multipliés 
ou  divisés  par  un  même  facteur.  Ainsi,  encore,  on  tirera  de  la  for- 
mule (4),  pour  des  valeurs  imaginaires,  aussi  bien  que  pourdes  valeurs 
réelles  de  a?, 

X" 

Ajoutons  que,  pour  obtenir  une  définition  générale  de  x"\  dans  le  cas 
où  m  désigne  une  quantité  réelle,  positive,  nulle  ou  négative,  mais 
dont  la  valeur  numérique  est  un  nombre  entier,  il  suffira  d'étendre  la 
formule  (i4)  au  cas  même  où  l'exposant  m  devient  nul  ou  négatif.  En 
efi"et,  si,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  l'on  remplace  succes- 
sivement, dans  celte  formule,  m  par  zéro  et  par  —  /*,  on  trouvera 

(i5)  x^=i 
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et 

(i6)  x-"=—' 

Il  est  bon  d'observer  qu'en  désignant,  comme  ci-dessus,  par  r  le 
module  et  parjo  l'argument  de  or,  on  tirera  de  la  formule  (i6),  jointe 
aux  équations  (i)  et  (12), 

(17)  x~"  =  r~"{cosnp  —  y/— I  sin/i/)). 

Cela  posé,  si  l'on  nomme  a  une  quantité  positive  ou  négative  dont  la 
valeur  numérique  soit  un  nombre  entier  n,  on  aura,  en  vertu  des  for- 
mules (i)  et  (17), 

(18)  a;"=  r'^\cosap  H-  y/ —  i  sïnap). 


IV.  —  Sur  les  fonctions  algébriques  et  irrationnelles 
de  variables  imasrinaires. 

On  est  conduit  à  la  notion  des  fonctions  algébriques  et  irrationnelles, 
lorsqu'on  cherche  à  effectuer  l'opération  inverse  de  celle  qui  a  pour 
objet  l'élévation  d'une  variable  à  des  puissances  entières,  ou  à  géné- 
raliser l'emploi  de  la  notation  par  laquelle  on  exprime  ces  puissances, 
et  à  étendre  cet  emploi  au  cas  même  où  les  exposants  deviennent  frac- 
tionnaires ou  irrationnels.  Pour  bien  comprendre  ce  que  nous  devons 
dire  à  ce  sujet,  il  est  nécessaire  de  rappeler  d'abord  en  peu  de  mots  la 
définition  générale  des  racines  et  la  définition  des  puissances  frac- 
tionnaires ou  irrationnelles  d'une  quantité  positive. 

L'opération  inverse  de  celle  qui  a  pour  objet  l'élévation  d'une 
variable  à  la  n"'™^  puissance,  la  lettre  n  désignant  un  nombre  entier 
quelconque,  c'est  ce  qu'on  appelle  V extraction  delà  racine  du  degré  n. 
Ainsi,  extraire  la  racine  /i''""'  de  la  variable  réelle  ou  imaginaire  a?,  c'est 
tout  simplement  chercher  une  autre  variable  y  dont  la  w'*™*  puissance 
reproduise  x^  en  sorte  qu'on  ait 

(1)  y"=:œ. 

D'ailleurs  cette  équation  admet  généralement  n  racines  dont  une  seule 
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est  réelle  et  positive,  quand  on  suppose  que  la  variable  x  elle-même  est 
réelle  et  positive.  Adoptons  cette  supposition,  et,  en  désignant,  suivant 
Tusage,  par  'Ijx  la  racine  /i'«"""  et  positive  de  x,  faisons,  pour  abréger. 

On  aura 

(  3  )  a.-  =r  X"  ; 

et  si,  en  nommant  a  un  nombre  entier  quelconque,  on  élève  les  deux 
membres  de  la  formule  (3)  à  la  puissance  du  degré  o,  on  trouvera 

(4)  ^•«:=X"". 

Or,  pour  obtenir  la  définition  générale  de  x%  dans  le  cas  où  l'expo- 
sant a  devient  fractionnaire,  il  suffira  d'étendre  à  ce  cas  la  formule(4). 
En  effet,  si,  dans  cette  formule,  on  remplace  successivement  a  par 
-  et  par— ,  elle  donnera 


(5) 


^"=x,  x"=iyj 


en  sorte  que  x''  ne  différera  pas  de ^or.  Il  y  a  plus;  si  l'on  attribue 
successivement  à  la  constante  a  les  valeurs  négatives—-,  -  —,  la 
formule  (4)  donnera 


(6) 


X      "  =i  \' 


et,  par  suite,  la  quantité  positive  x-"  sera  toujours  inverse  de  .r",  c'est- 
à-dire  égale  à  j^,  tout  comme,  en  vertu  de  la  formule  (iG)  du  para- 
graphe II],  X-'  est  inverse  de  x,  et  x"'"  de  x'".  Ajoutons  que,  si  la 
constantes,  étant  positive  ou  négative,  a  pour  valeur  numérique  un 
nombre  irrationnel  a,  on  pourra  obtenir  de  ce  nombre  irrationnel  des 
valeurs  aussi  approchées  que  l'on  voudra,  exprimées  par  des  nombres 
fractionnaires.  Or,  soit  ^  une  de  ces  valeurs  approchées.  En  vertu  de 
la  définition  généralement  admise  par  les  géomètres,  les  puissances 
irrationnelles 

X     el     x-^ 

ne  seront  autre  chose  que  les  limites  vers  lesquelles  convergeront  les 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII.  53 
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puissances  fractionnaires 

m  m 

x"^      et     iC     ", 

tandis  que  le  degré  de  l'approximation  croîtra  indéfiniment.  D'ailleurs, 
ces  dernières  puissances  se  réduisant  toujours  à  deux  nombres  inverses 
l'un  de  l'autre,  on  pourra  en  dire  autant  de  leurs  limites,  on  sorte 
qu'on  aura  encore 

En  résumé,  si  la  variable  x  est  réelle  et  positive,  alors,  parmi  ses 
racines  du  degré  n,  c'est-à-dire  parmi  les  valeurs  de  j  propres  à  véri- 
fier l'équation  (i),  une  seule  sera  réelle  et  positive.  Si,  en  désignant 
cette  racine  positive  par  la  lettre  x,  on  veut  déterminer  complètement 
la  valeur  de  la  fraction 

il  suffira,  quand  l'exposant  a  sera  fractionnaire,  de  recourir  à  l'équa- 
tion (4),  et,^dans  le  cas  contraire,  de  faire  converger  un  exposantfrac- 
tionnaire  vers  la  limite  a. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  où  la  variable  x  est  imagi- 
naire. Nommons  r  le  module,  et  p  l'argument  de  cette  variable.  Les 
diverses  racines  /i'^""*'  de  x  seront  toujours  les  n  valeurs  de  j  propres 
à  vérifier  l'équation  (i).  Soient  p  et  gt  le  module  et  l'argument  de  l'une 
quelconque  de  ces  valeurs;  on  aura,  non  seulement 

X  =  r{cosp  -4-  \ —  I  sin/?),         j  =  p(cosGJ  +  \/ —  i  sinc^r). 

mais  encore,  en  vertu  de  la  formule  (i)  du  paragraphe  III, 

j''r=  p"(cos«în  -t-  V''—  I  sinnro); 

et  puisqu'à  une  expression  imaginaire  donnée  correspond  toujours  un 
seul  module,  les  deux  modules 

p",    /• 

des  expressions  égales/"  et  a; seront  nécessairement  égaux  entre  eux. 
On  aura  donc 

(8)  P"=/-; 
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et,  par  suite,  la  valeur  de  j"  étant  réduite  à 

j"=:i  /•(cos/iGT  H-  \/ —  I  sin/îcr), 
l'équation  (i)  donnera 

cosnm  +  \/ —  I  ?,innm=  cosp  -+-  \J —  i  sin/^, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(9)  cos«cT=:  cos/;,         sin « cj  =  sin/?. 
Or,  on  tirera  do  l'équation  (8) 

OU.  ce  qui  revient  au  même, 

1 

(10)  p  =  r". 

De  plus,  en  vertu  des  formules  (9),  l'arc  nm  admettra  une  infinité  de 
valeurs  équidistantes  ;  mais,  comme  ces  valeurs  se  réduiront  auxdivers 
termes  d'une  progression  arithmétique  dont  la  raison  sera  la  circonfé- 
rence 2TX,  elles  coïncideront  précisément  avec  les  diverses  valeurs  que 
peut  admettre  l'argument  jo  de  la  variable  x.  Donc,  par  suite,  les 
diverses  valeurs  des  inconnues  tu  et  7  seront  celles  que  l'on  pourra 
déduire  des  formules 

(11)  '  w=^ 

n 

et 

(  '  2  )  }'  ==  r"  (  cos  -  +  V—  I  si  n  — 


y  =  r"    cos  -  +  V /—  I  SI  n  —  ) , 


en  y  substituant  pour^  l'un  quelconque  des  arguments  de  la  variables. 
Il  importe  beaucoup  de  distinguer  les  unes  des  autres  les  diverses 
valeursdej  qui  peuvent  se  tirer  de  la  formule  (12),  et  l'on  s'expose- 
raità introduire  une  étrange  confusion  dans  le  calcul,  si  on  les  dési- 
gnait toutes  indistinctement  par  la  notation 

\/x. 

Il  est  donc  nécessaire  de  n'appliquer  celle  notation  qu'à  une  seule  des 
racines  «''""^^  de  .x\  convenablement  choisie.  D'ailleurs,  la  racine  que 
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l'on  choisira  devra  évidemment  remplir  deux  conditions.  En  premier 
lieu,  elle  devra  se  réduire,  pour  une  valeur  réelle  et  positive  de  œ,  à  la 
racine  que  nous  représentons  alors  par  la  notation 

I 

y/x"     ou     a;". 

En  second  lieu,  elle  devra  se  réduire  à  y  —  i»  quand  on  posera  /i  =  2 
eta;  =  —  I.  Or  ces  conditions  seront  remplies  si,  dans  le  second  mem- 
bre de  la  formule  (12),  on  réduit  toujours  l'angle  p  à  celui  des  argu- 
ments de  la  variable  a:  qui  se  trouve  compris  entre  les  limites  —  r., 
H- 7.,  en  faisant  coïncider />  avec  la  limite  supérieure  r.,  dans  le  cas 
particulier  où  la  variable  ^r  deviendrait  réelle  et  négative.  En  effet, 
l'argument  p  étant  choisi  comme  on  vient  de  le  dire,  on  aura  :  i"  pour 
une  valeur  réelle  et  positive  de  x, 

]> 

«  =  0,  -  =0.  X^il'\ 

1°  pour  X  =  —  I ,  et  71  =  2, 

P         T. 
'  n  :i 

et  la  formule  (12)  donnera,  dans  le  premier  cas, 

I        I        _ 

y  =  /-''=:X"=y.K\ 


dans  le  second  cas, 


v^V^" 


Le  choix  que  nous  venons  d'indiquer  est  celui  auquel   nous  nous 
arrêterons,  et,  en  conséquence,  nous  poserons 

( ,  3  )  \G  =  r"  (  cos  ^  +  V  —  '  ^' " 


p  étant  l'argument  de  x  compris  entre  la  limite  inférieure  —  r.,  qu'il 
ne  doit  jamais  atteindre,  et  la  limite  supérieure  r.,  qu'il  atteindra  si 
l'on  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  réelle,  mais  négative. 

Il  est  bon  d'observer  qu'on  satisferait  encore  aux  deux  conditions 
énoncées  si,  dans  la  formule  (i3),  on  attribuait  toujours  à  l'argument/^ 
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une  valeur  comprise  entre  les  limites 

9  —  r,       9  +  77, 

l'une  de  ces  limites  étant  exclue,  et  o  étant  un  angle  positif  inférieur 
à  û;  ou  même  si,  en  considérant  l'argument/)  comme  représentant  un 
angle  polaire,  on  faisait  varier  cet  angle  polaire,  suivant  Tusage  reçu 
dans  la  géométrie  analytique,  entre  les  limites 

sans  lui  permettre  néanmoins  d'atteindre  jamais  la  plus  grande  de 
CCS  deux  limites.  Mais,  dans  cette  dernière  hypothèse,  il  suffirait  d'at- 
tribuer à  la  variable  x,  supposée  réelle  et  positive,  un  accroissement 
infiniment  petit,  dans  lequel  le  coefficient  de  y/  —  i  fût  négatif,  pour 
que  la  fonction  \x  changeât  brusquement  de  valeur  ;  et  l'on  évite  cet 
inconvénient  en  s'arrétant  à  la  supposition  que  nous  avons  admise. 

En  résumé,  nous  supposerons  toujours,  dans  ce  qui  va  suivre,  la 
valeur  de  '\/jo  déterminée  par  la  formule  (i3),  dans  laquelle  l'argument 
p  de  xne  pourra  varier  que  depuis  la  limite  —  -exclusivement  jusqu'à 
la  limite  -  inclusivement.  Le  sens  de  la  notation  '{/x  étant  ainsi  fixé, 
si  l'on  pose,  pour  abréger, 

X  =  Vj^, 

on  aura 

et  même  on  tirera  de  cette  dernière  formule,  en  élevant  les  deux  mem- 
bres à  une  puissance  entière  dont  le  degré  soit  représenté  par  «, 

On  se  trouvera  ainsi  ramené  à  l'équation  (4),  déjà  établie  pour  le  cas 
où  la  variable  x  était  réelle  et  positive,  et  l'on  peut  ajouter  que,  si, 
dans  cette  équation.  Ton  substitue  à  x  =  y/a-  sa  valeur  tirée  de  la  for- 
mule (i3),  on  verra  reparaître  réquation(i8)  du  paragraphe  III,  savoir, 

(i4)  .r"=:/-"(cos^/>  4-  y  —  1  s'ina/t). 

Cela  posé,  rien  n'empêchera  d'étendre  les  définitions  et  conventions 
admises  dans  le  cas  où  la  variable   était  réelle  et  positive,  au  cas  où 
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cette  variable  devient  imaginaire.  C'est  ce  que  nous  ferons;  et,  en  con- 
séquence, pour  définir  la  valeur  de  af'  correspondante  à  des  valeurs 
fractionnaires  positives  ou  négatives  de  l'exposant  a,  nous  étendrons 
à  ces  valeurs  fractionnaires  de  a  l'équation  (4),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  formule  (i/j)  ;  puis,  quand  l'exposant  a  deviendra  irrationnel, 
nous  regarderons  la  puissance  irrationnelle  af  comme  la  limite  vers 
laquelle  convergera  une  autre  puissance  dont  l'exposant  fractionnaire 
s'approchera  indéfiniment  de  la  limite  a.  Nous  parviendrons  ainsi  à 
fixer,  pour  une  valeur  réelle  quelconque  de  l'exposant  rt,  le  sens  qui 
devra  être  attaché  à  la  notation  x'\  et  qui  se  trouvera,  dans  tous  les 
cas,  déterminé  par  la  formule(i/i). 

On  nomvciQ  fonction  algébrique  irrationnelle  celle  qui  est  le  résultat 
de  plusieurs  opérations  algébriques  dont  chacune  se  réduit  à  une 
addition,  à  une  multiplication,  à  une  division,  ou  à  la  formation  d'une 
puissance  entière,  fractionnaire  ou  irrationnelle.  Les  fonctions  algé- 
briques irrationnelles  de  variables  imaginaires  jouissent  de  propriétés 
analogues  à  celles  des  fonctions  algébriques  irrationnelles  de  variables 
réelles,  et  vérifient  des  formules  du  même  genre,  seulement  plusieurs 
de  ces  formules  ne  subsistent  que  sous  certaines  conditions,  et  entre 
certaines  limites,  quand  les  variables  deviennent  imaginaires.  Ainsi, 
par  exemple,  a,  b,  c,  ...  étant  des  exposants  réels  quelconques, 
et  ^,  j,^,  . .  .   des  variables  imaginaires,  les  formules 

subsisteront  pour  une  valeur  quelconque  de  ce.  Mais  on  ne  pourra  pas 
en  dire  autant  des  formules 

(i6)  j;°j«=(j-k)",         a;''j''z^={xjzy, 

et  si  l'on  représente  par 

p,     y/,     p",      .  .  . 

les  arguments  des  variables 

X,    y,     z,      ..., 

en  supposant  chacun  de  ces  arguments  supérieur  à  la  limite  — r., 


SUR  LES   FONCTIONS   DE  VARIABLES  IMAGINAIRES.     't23 

mais  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  r.,  les  formules  (i6)  subsisteront 
sous  la  condition  que  la  somme 

/>  +  //      ou      [)  H-//-f-  />",        •  .  . 

des  arguments  des  diverses  variables  soit  elle-même  supérieure  à  —  t., 
et  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à  a. 

V.   —  Sur  les  fonctions  exponentielles,  trigononiétrirjues  et  logarithmiques 

de  variables  imaginaires. 

Ainsi  que  nous  l'avons  remarqué  dans  le  paragraphe  III,  une  fonc- 
tion de  plusieurs  variables  imaginaires  ofîre  une  valeur  complètement 
déterminée,  quand  elle  se  réduit  à  une  fonction  entière  de  ces  varia- 
bles. Il  y  a  plus;  cette  proposition,  qui  reste  vraie  quel  que  soit  le 
nombre  des  termes  compris  dans  la  fonction  entière,  peut  être  évidem- 
ment étendue  au  cas  même  où  le  nombre  de  ces  termes  devient  infini, 
et  où  cette  fonction  est  représentée  par  la  somme  d'une  série  conver- 
gente. Pour  qu'une  telle  fonction  soit  complètement  déterminée,  il 
suffit  que  l'on  attribue  à  la  variable  ou  aux  variables  qu'elle  renferme, 
des  valeurs  qui  laissent  subsister  la  convergence  de  la  série. 

Cela  posé,  concevons  qu'une  fonction  de  x\  représentée  par  une 
certaine  notation,  soit  développable,  pour  des  valeurs  réelles  de  la 
variable  ic  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  cette  variable.  Si  cette  série  reste  convergente  pour  des  valeurs 
imaginaires  de  j?,  comprises  entre  certaines  limites,  elle  offrira  un 
moyen  facile  de  fixer  entre  ces  limites  le  sens  de  la  notation  dont  il 
s'agit;  et,  pour  y  parvenir,  il  suffira  de  considérer  cette  notation 
comme  propre  à  exprimer  la  somme  d(;  la  série,  tant  qu'elle  demeure 
convergente. 

Pour  montrer  une  application  de  ces  principes,  considérons  en  par- 
ticulier les  trois  fonctions  que  Ton  nomme  exponentielle  népérienne^ 
cosinus  et  sinus,  et  que  l'on  représente  par  les  notations 

e'',      cos.r.      siii.i,', 

la  lettre  e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens.  En  raisonnant 
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comme  je  l'ai  fait  dans  mon  Analyse  algébrique,  on  établira  sans  peine 
les  formules  connues 

(i)  e'  =  i  H 1 1- 


I  1.2  1.2.3  '**' 

(2)  cosx=  1 1-  .  .  . .  sin.r  = -:  +  .  .  . , 

1.2  1         I  .  ^K  .1 

et  l'on  prouvera  que  les  séries  comprises  dans  les  seconds  membres  de 
ces  formules  restent  convergentes  pour  une  valeur  quelconque  réelle 
ou  imaginaire  de  la  variable  x.  Gela  posé,  pour  fixer,  dans  tous  les  cas 
possibles,  le  sens  des  notations 

e'',     cosa-',     sin^, 

il  suffira  évidemment  de  suivre  la  règle  énoncée  et  d'étendre  les  for- 
mules (i)  et  (2)  au  cas  même  où  la  variable  x  devient  imaginaire. 

Ajoutons  que,  si  l'on  désigne  par  A  une  quantité  positive  et  par  «le 
logarithme  népérien  de  A,  l'équation 

(3)  ^  .4=é"^ 
entraînera  la  suivante 

(4)  ^'—e-', 

quand  la  variable  x  sera  réelle  ;  et  qu'il  suffira  d'étendre  la  formule  (4) 
au  cas  où  a?  deviendra  imaginaire,  pour  fixer,  dans  ce  dernier  cas,  le 
sens  qui  devra  être  attaché  à  la  notation  A"^.  Au  reste,  pour  déterminer, 
dans  tous  les  cas  possibles,  la  valeur  de  V exponentielle  ^^,  il  suffirait 
encore  de  ia  considérer  comme  une  expression  propre  à  représenter 
toujours  la  somme  de  la  série  convergente,  qui  représente  le  dévelop- 
pement de  cette  même  exponentielle,  dans  le  cas  où  x  est  réel. 

Les  exponentielles,  les  sinus  et  les  cosinus,  définis  comme  on  vient 
de  l'expliquer,  jouissent,  quand  les  variables  sont  imaginaires,  de  plu- 
sieurs propriétés  remarquables.  Quelques-unes  de  ces  propriétés,  par 
exemple  celles  qu'expriment  les  formules 

^^^  \  A^^y=A^.A^-^ 

(  cos(j7 -h  j>)  ^  cosa-'cosj'  —  sinj;  sinj', 
(    sin(.r +  j>')  r=  sincT  cosjv' H- sinj' cosj;, 
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sont  précisément  celles  qu'offraient  déjà  les  fonctions  semblables  de 
variables  réelles.  D'autres  propriétés  des  mêmes  fonctions  se  rap- 
portent spécialement  au  cas  où  les  variables  deviennent  imaginaires. 
Telle  est,  en  particulier,  la  relation  importante  qui  existe  entre  les 
deux  lignes  trigonométriques  sino?,  coscc  et  e''^~\  Cette  relation, 
qu'Euler  a  découverte,  et  qui  se  déduit  immédiatement  des  formules 
(i)  et  (2),  se  trouve  exprimée  par  la  suivante 

(  ^  )  e-^'  ^  "~  '  =  cos ^-  H-  y  —  I  sin  .r . 

Elle  entraîne  immédiatement  les  deux  équations 


(8) 


v/-^ 


en  vertu  desquelles  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc  réel  x  peuvent  être 
exprimés  à  l'aide  d'exponentielles  que  je  nomme,  pour  cette  raison, 
trigonométriques,  c'est-à-dire  à  Taide  d'exponentielles  dont  les  expo- 
sants n'offrent  pas  de  parties  réelles.  Les  coefficients  de  s/—  i,  dans  ces 
exposants,  sont  les  ar^v/men^^des  exponentielles  trigonométriques.  Si, 
la  variable  x  étant  supposée  non  plus  réelle,  mais  imaginaire,  on 
nomme  /•  le  module  et  p  l'argument  de  cette  variable,  on  aura,  en 
vertu  de  la  formule  (7),  jointe  à  l'équation  (2)  du  paragraphe  II, 

(9)  x  =  rei'^-\ 

Ainsi  une  variable  imaginaire  quelconque  est  équivalente  au  produit  de 
son  module  par  r  exponentielle  trigonométrique  qui  a  pour  argument  l'ar- 
gument même  de  la  variable. 

L'opération  inverse  de  celle  qui  donne  pour  résultat  une  exponen- 
tielle, fournit  précisément  ce  qu'on  appelle  un  logarithme.  Ainsi,  par 
exemple,  les  divers  logarithmes  népériens  de  x  ne  sont  autre  chose 
que  les  diverses  valeurs  de  y  propres  à  vérilier  la  formule 

(10)  e>:=x. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  variable  x  est  réelle  et  positive,  un  seul 
des  logarithmes  népériens  de  x,  celui-là  même  que  l'on  désigne  par  la 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  l.  XIII.  54 
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notation  l(^),  est  réel  et  positif.  Dans  le  cas  où  a;  devient  imaginaire, 
on  tire  des  formules  (9)  et  (lo) 

Soit  d'ailleurs 

y  —  it  +  v  \r^ 

une  quelconque  des  valeurs  de  j,  les  lettres  u,  v  désignant  deux  quan- 
tités réelles.  La  première  des  équations  (5)  donnera 

Donc  l'exponentielle  <?'  aura  pour  module  e",  et  pour  arguments.  Mais, 
en  vertu  de  la  formule  (11),  la  même  exponentielle  a  pour  module  /•,  et 
pour  argument  l'angle  7^.  Donc,  puisqu'à  une  expression  imaginaire 
correspondent  toujours  un  seul  module  et  une  infinité  d'arguments 
qui  forment  les  divers  termes  d'une  progression  arithmétique  dont  la 
raison  est  1  ri,  on  aura,  d'une  part, 

e"=r; 
par  conséquent 

(12)  «=!(/•), 

et,  d'autre  part, 

(i3)  ^=p, 

p  désignant  l'un  quelconque  des  arguments  de  la  variable  ce.  Donc,  par 
suite,  les  diverses  valeurs  de  j  seront  toutes  comprises  dans  la  formule 

(4)  >:=  ](/•) +y^y  cr;. 

Parmi  ces  valeurs,  il  importe  d'en  choisir  une  à  laquelle  on  applique 
constamment  la  notation  \(x),  Or,  pour  y  parvenir,  il  est  naturel  de 
nous  conformer  encore  ici  à  la  règle  que  nous  avons  suivie  dans  le 
précédent  paragraphe,  quand  nous  avons  fixé  le  sens  qu'il  convenait 
d'attacher  à  la  notation  x".  C'est  ce  que  nous  ferons,  et,  en  con- 
séquence, nous  supposerons 

la  lettre/)  désignant,  non  plus  l'un  quelconque  des  arguments  de  la 
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variable  x,  mais  celui  des  arguments  de  cette  variable  qui,  étant  supé- 
rieur à  la  limite— Tt,  est  en  même  temps  inférieur,  ou  tout  au  plus 
égal  à  T..  Cet  argument  s'évanouira  quand  la  variable  a;  sera  réelle  et 
positive,  et  alors,  x  étant  égal  à  r,  la  formule  (i5)  sera  vérifiée,  puis- 
qu'elle donnera  l  (x)  =  l  (/')• 

Après  avoir  fixé,  comme  on  vient  de  le  dire,  le  sens  qui  devra  être 
attaché,  pour  des  valeurs  quelconques  réelles  ou  imaginaires  de  œ,  à  la 
notation  l(^),  ou,  en  d'autres  termes,  la  valeur  du  logarithme  népé- 
rien que  cette  notation  représente,  on  déterminera  sans  peine  le  sens 
qu'il  convient  d'attribuer  généralement  à  d'autres  notations  par  les- 
quelles on  exprime,  quand  x  est  réel,  des  fonctions  dont  la  définition 
peut  se  déduire  de  celle  du  logarithme  népérien  ;  par  exemple,  le  sens 
qu'il  convient  d'attribuer  aux  notations 

L(.r),     x", 

l'exposant  a  étant  réel  ou  imaginaire,  et  la  lettre  L  indiquant  un  loga- 
rithme pris  dans  un  système  dont  la  base  A  diffère  du  nombre  c.  En 
effet,  pour  y  parvenir,  il  suffira  d'étendre  les  formules 

\(x) 
(i6)  L(x-)=ï^, 

/ ,  _  \  ra  —  pal  [x] 

(17)  ^    —<^  > 

qu'il  est  facile  d'établir,  quand  x  et  a  sont  réels,  au  cas  même  où  x  et 
a  deviennent  imaginaires.  Cette  convention  étant  adoptée,  on  aura, 
en  vertu  des  formules  (i5) et  (16), 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(18)  \.{x)  =  \.{r)+ph{a)\'—\. 

De  plus,  si  l'on  pose  

a  :=  a  H-  ê  \!—  I , 

a  et  ê  étant  réels,  on  aura 

a  l(.r)  =  a  !(/•)  -  ê/>  4-  [a/^  4-  6  !(/•)  |  v"^^; 
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et,  par  suite,  la  formule  (17)  donnera 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

Dans  le  cas  particulier  où  l'exposant  a  est  réel,  on  a 

c/.=z  a,         6  =  0, 

et  l'équation  (19),  réduite  à 

(20)  .v"=:  r"e"''^'-\ 

peut  encore,  en  vertu  de  la  formule  (7),  s'écrire  comme  il  suit  : 

(21)  x"z=  r"\cosaj) -\- ^  —  i  sinrt/j). 

On  se  trouve  ainsi  ramené,  par  la  considération  des  exponentielles,  à 
la  valeur  de  af'  déterminée  par  la  formule  (i4)  du  paragraphe  IV;  et 
l'on  voit  en  même  temps  que  cette  formule,  relative  au  cas  où  l'expo- 
sant a  est  réel,  peut  être  non  seulement  étendue  au  cas  où  l'expo- 
sant devient  imaginaire,  mais  encore  remplacée  avec  avantage  par  une 
autre,  plus  concise,  savoir,  par  l'équation  (20). 

Considérons  maintenant  l'opération  inverse  de  celle  par  laquelle  on 
détermine  le  cosinus  ou  le  sinus  de  la  variable  ce.  Cette  opération  don- 
nera pour  résultat  une  nouvelle  variable/  qui  vérifiera  la  formule 

(22)  COSJ'  =  X, 

ou 

(23)  Sinf=:jr;. 

Si  d'ailleurs  œ,  étant  réel,  offre  une  valeur  numérique  inférieure  à 
l'unité,  une  seule  des  valeurs  de  y  sera  représentée  par  la  notation 

arc  COSJ7, 

à  l'aide  de  laquelle  nous  désignons  toujours  un  arc  renfermé  entre  les 
limites  0,  ti,  ou  par  la  notation 

arc  sina;, 
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à  l'aide  de  laquelle  nous  désignons  toujours  un  arc  renfermé  entre  les 
limites  —  - ,  -t-  ^  En  étendant  les  mêmes  notations  au  cas  où  x  devient 
imaginaire,  on  doit  nécessairement  appliquer  chacune  d'elles  à  une 
valeur  de  j  tellement  choisie,  que  cette  valeur  coïncide,  quand  y  est 
réel,  avec  la  fonction  alors  exprimée  par  arccoso-,  ou  par  arcsino?. 
Cette  condition  est  remplie  quand  on  détermine  arccosa;  et  arcsino;  à 
l'aide  des  formules  que  j'ai  données  dans  mon  Analyse  algébrique,  et 
que  je  vais  rappeler. 

Si  Ton  pose,  pour  plus  de  commodité. 


s,  t,  u,  i^  étant  réels,  la  formule  (22)  donnera 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(24) 


'À 


On  aura,  par  suite, 

(25)  e 


s  t 


cost/        sin//  cosu        s\nif 

et  l'on  en  conclura 

s'-  t- 


cos- </        sin- it 
De  cette  dernière  formule,  combinée  avec  l'équation 

cos-//  +  sin-//  =:  I, 

on  déduira  sans  peine  les  valeurs  de  cos-«,  sin'w  ;  et,  en  posant,  pour 
abréger,  ^ 


on  trouvera 

s- 


(27)  cos'm=— ,  sin-//=^ 
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D'ailleurs,  en  vertu  de  la  première  des  formules  (24),  s  et  cosu  seront 
des  quantités  de  même  signe.  Donc  la  première  des  équations  (27) 
donnera 

(  28  )  cos  u=  ^. 

On  satisfait  à  l'équation  (28)  en  posant 

(29)  «  =  ±  arc  cos  ç.  zb  2Â;r, 

^  étant  un  nombre  entier.  Mais,  si  l'on  veut  que  la  variable 
se  réduise  à  la  quantité  réelle 

arc  cos  ^, 

quand  x,  étant  réel,  offrira  une  valeur  numérique  inférieure  à  l'unité, 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  quand  on  aura 

/  =  o, 

et,  par  suite, 

x=zs.        S^=i,         T=o,         ('  =  0, 

il  faudra  nécessairement  supposer,  dans  la  formule  (29),  k  =  o,  et 
réduire  en  même  temps  au  signe  +  le  double  signe  placé  devant  l'arc 
qui  a  pour  cosinus  le  rapport  -^;  il  faudra  donc  prendre 

(3o)  ;/  =:  arc  cos  ç- 

La  valeur  de  u  étant  ainsi  déterminée,  sinw  sera  positif,  à  moins  que  t 
ne  s'évanouisse,  et  la  seconde  des  équations  (27)  donnera,  en  général, 

{ô])  sinu=  yr- 

Cela  posé,  la  première  des  formules  (25)  donnera 
(32)  v  =  \{Sz^zT), 

le  double  signe  =+1  devant  être  réduit  au  signe  —  ou  au  signe  -h,  sui- 
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vant  que  i  sera  positif  ou  négatif.  Gomme  on  aura  d'ailleurs 


les  formules  (26)  donneront 

et,  par  suite,  la  valeur  de  v  pourra  être  réduite  à 

(33)  ('  =  ^1(5+7^), 

la  détermination  du  signe  devant  s'efïectuer  conformément  à  la  règle 
énoncée.  En  d'autres  termes,  on  aura 

(34)  P  =  -^'l(5+r), 

et  celle  des  valeurs  de 

r^  Il  +  (^  V  —  •' 

qu'il  conviendra  de  représenter  par  la  notation  arc  cos^r,  sera  déter- 
minée par  la  formule 

(35)  arc  cosx^  arc  cos  ^  —  —-  y —  i  l(S  +  7^), 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  formule 


(36)  arc  cos^  =  arc  cos  ^  h=  V' —  i  I  (^  +  T), 

le  signe  =p  devant  être  réduit  au  signe  —  ou  au  signe  +,  suivant  que  t 
sera  positif  ou  négatif. 

Lorsque^,  étant  réel,  offreune  valeur  numérique  inférieure  à  l'unité, 
on  a,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué, 

5  =  1,         7'=o, 

et,  par  suite,  l'équation  (36)  devient  identique,  s  étant  alors  égal  à  x. 
Mais  si  l'on  suppose  que  .r,  étant  réel,  offre  une  valeur  numérique 
supérieure  à  l'unité,  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  suppose 

/  :rr:  O,  .S"  >  I , 
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les  équations  (26)  donneront 

et  le  second  membre  de  la  formule  (36)  se  trouvera  réduit  à 

(37)  =f=\  —  I  i(.î  + v^'—  •)• 

Pour  ne  laisser  planer  aucune  incertitude  sur  le  sens  qui  devra  être 
attribué  dans  tous  les  cas  à  la  notation 

arccosx", 

il  sera  nécessaire  de  faire  disparaître  le  double  signe  qui  affecte  le 
produit  (37),  à  l'aide  d'une  convention  nouvelle.  Celle  que  nous  adop- 
terons consiste  à  réduire  le  double  signe  au  signe  — ,  c'est-à-dire  au 
signe  qu'on  obtient  quand  on  considère  la  valeur  nulle,  attribuée  à  t, 
comme  la  limite  d'une  valeur  positive  infiniment  petite. 

Quant  à  la  valeur  de  arcsin^c,  il  suffit,  pour  la  déterminer  complè- 
tement, d'étendre  à  des  valeurs  quelconques  réelles  ou  imaginaires 
de  la  variable  x,  l'équation 

(38)  arc  siiij;  +  arc  cosj;  =::  —  » 


2 


qui  subsiste  toujours  quand  x  est  réelle.  Cela  posé,  on  aura  géné- 
ralement 

(39)  arcsinj7=:-  — arceoso^. 

2 

Les  logarithmes,  les  puissances  à  exposants  quelconques  réels  ou 
imaginaires,  et  les  arcs  de  cercle  qui  répondent  à  des  sinus  ou  cosinus 
donnés,  vérifient,  quand  les  variables  deviennent  imaginaires,  des  for- 
mules analogues  à  celles  qui  se  rapportaient  au  cas  où  les  variables 
étaient  réelles.  Seulement  plusieurs  de  ces  formules  ne  continuent  de 
subsister  que  sous  certaines  conditions,  et  entre  certaines  limites. 
Ainsi,  par  exemple, 

a;,     r,     :;,      ... 

étant  des  variables  imaginaires,  et  a,  b,  c,   ...  des  exposants  quel- 
conques, les  formules 

(40)  œ"  jc'' =  œ"-^'' ,         a;"x''x''z=x"+^+'', 
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subsisteront,  il  est  vrai,  pour  une  valeur  quelconque  de  x;  mais  on  ne 
pourra  plus  en  dire  autant  des  formules 

ni  des  formules 

(42)      l{x)-h\(y)  =  l{xj),         ]{x)-h\{f)  +  l{z)  =  \{a:yz), 

et  si  Ton  représente  par 

P,    //,    //',     ... 

les  arguments  des  variables  cc,y,z,  .  .  . ,  en  supposant  chacun  de  ces 
arguments  supérieur  à  -  7.,  mais  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  k, 
les  formules  (4i),  (42)  subsisteront  sous  la  condition  que  la  somme 

/>  +  />',    p-^p'  +  p",     ... 

des  arguments  des  diverses  variables  soit  elle-même  supérieure  à  —  r., 
et  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à  t.. 

On  pourra  combiner  entre  elles  les  diverses  notations  dont  nous 
avons  jusqu'ici  déterminé  le  sens,  et  alors  on  obtiendra  des  fonctions 
de  fonctions  ou  des  fonctions  composées  dont  les  valeurs  seront  encore 
complètement  déterminées.  Si  ces  fonctions  nouvelles  renferment  des 
exponentielles,  des  logarithmes,  des  sinus  et  cosinus,  elles  seront  du 
nombre  de  celles  que  l'on  nomme  fonctions  exponentielles,  logarith- 
miques, trigonométriques,  etc.  Parmi  les  fonctions  trigonométriques, 
on  doit  distinguer  les  fonctions  rationnelles  de  sinus  et  cosinus,  par- 
ticulièrement celles  de  ces  fonctions  rationnelles  qui,  pourdes  valeurs 
réelles  de  la  variable,  sont  représentées  à  l'aide  de  notations  particu- 
lières. Pour  fixer  complètement  le  sens  de  ces  mêmes  notations,  il 
suffit  évidemment  d'étendre  les  formules  qui  établissent  les  relations 
existantes  entre  les  sinus,  les  cosinus  et  les  fonctions  dont  il  s'agit, 
au  cas  même  où  la  variable  devient  imaginaire.  Ainsi,  par  exemple, 
les  valeurs  des  fonctions 

tango;,     cotj-,     séca:,     cosécr 
peuvent  toujours  être,  quel  que  soit  x,  complètement  déterminées  à 
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l'aide  des  formules 

sinx-  cosjt  ,  I  ,  1 

(fii)     tanffx=  )         colJ7=  -T >         sec^= >         cosec^=-^ 

^^    '  "  COSJ?  sin./.'  cos^  sino: 

Les  conventions  admises  dans  ce  Mémoire  donnent  une  extension 
nouvelle  à  diverses  formules,  et  particulièrement  à  celles  qui  ren- 
ferment les  fonctions  représentées  par  les  notations 

Dans  mon  Analyse  algébrique,  et  dans  mes  précédents  Ouvrages,  je 
m'étais  borné  à  employer  ces  notations  dans  le  cas  où  la  variable  x 
offrait  une  partie  réelle  positive.  En  se  conformant  aux  règles  ci-dessus 
établies,  on  pourra,  sans  inconvénient,  faire  encore  usage  de  ces 
mêmes  notations  dans  le  cas  où  la  partie  réelle  de  x  sera  négative. 

Au  reste,  les  conditions  auxquelles  on  satisfait  en  attribuant  aux 
notations  dont  il  s'agit,  et  spécialement  à  la  notation  x",  la  valeur  que 
nous  avons  indiquée,  pourraient  être,  comme  nous  l'avons  remarqué 
dans  le  paragraphe  IV,  remplies  de  diverses  manières.  On  pourrait, 
par  exemple,  supposer  que,  dans  les  équations  (i5),  (21),  et  dans  les 
formules  du  même  genre,/)  est  un  angle  polaire  assujetti  à  varier,  sui- 
vant l'usage,  entre  les  limites  r.,  -ir..  Cette  supposition  est  précisément 
celle  qui  a  été  admise  par  M.  Ernest  Lamarle,  dans  un  Mémoire  sur  la 
convergence  des  séries.  Mais,  comme  on  l'a  dit  dans  le  paragraphe  IV, 
elle  entraînerait  une  variation  brusque  de  la  fonction  x"  et  même  des 
fonctions  l(^),  L{x),  dans  le  voisinage  d'une  valeur  réelle  et  positive 
de  X.  Ajoutons  qu'elle  entraînerait  aussi  la  discontinuité  de  certaines 
fonctions  auxquelles  il  peut  être  utile  de  conserver  le  caractère  de 
fonctions  continues.  Telle  serait,  en  particulier,  la  fonction  (i  -hx)" 
qui,  dans  la  supposition  dont  il  s'agit,  deviendrait  fonction  discon- 
tinue non  seulement  de  la  variable  x,  mais  encore  de  son  argument/), 
pour  une  valeur  du  module  r  inférieure  à  l'unité. 

Dans  un  prochain  Mémoire,  je  reviendrai  sur  la  nature  et  les  pro- 
priétés des  fonctions  de  variables  imaginaires,  et  je  les  envisagerai 
d'une  manière  spéciale,  sous  le  rapport  de  la  continuité,  en  désignant 
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toujours  sous  le  nom  de  fonctions  continues  celles  qui  reçoivent  des 
accroissements  infiniment  petits  quand  on  fait  varier  infiniment  peu 
les  variables  elles-mêmes, 

P.-S.  —  Depuis  que  j'ai  rédigé  ce  Mémoire,  j'ai  rencontré,  au  bas  de 
l'une  des  pages  de  celui  que  M.  Bjœrling  a  publié  sur  le  développe- 
ment d'une  puissance  quelconque  réelle  ou  imaginaire  d'un  binôme, 
une  Note  où  il  est  dit  que  cet  auteur  a  présenté  à  l'Académie  d'Upsal 
une  Dissertation  sur  l'utilité  qu'il  peut  y  avoir  à  conserver  dans  le 
calcul  les  deux  notations  x'',  \(x),  dans  le  cas  même  où  la  partie  réelle 
de  a-  est  négative.  M.  Bjœrling  verra  que,  sur  ce  point,  je  suis  d'accord 
avec  lui.  il  reste  à  savoir  si  les  conventions  auxquelles  il  aura  eu 
recours,  pour  fixer  complètement,  dans  tous  les  cas,  le  sens  des  nota- 
tions X",  \(x),  sont  exactement  celles  que  j'ai  adoptées  moi-même;  et, 
pour  le  savoir,  je  suis  obligé  d'attendre  qu'il  me  soit  possible  de  con- 
naître la  Dissertation  dont  il  s'auit. 


NOTE 


SUR 


LES  MODULES  DES  SÉRIES 


Soit 

une  série^dont  u^  désigne  le  terme  général  correspondant  à  l'indice  /i, 

ce  terme  général  pouvant  d'ailleurs  être  réel  ou  imaginaire.  Désignons 

d'ailleurs  par  la  notation 

mod  Un 

le  module  de  ce  terme  général,  et  par  u  la  limite  unique,  ou  du  moins 

la  plus   grande  des  limites  dont  s'approche  indéfiniment,  pour  des 

valeurs  croissantes  du  nombre  n,  l'expression 

1 
(mod  Un)'^. 

La  quantité  positive  u  sera  ce  que  nous  appellerons  le  module  de  la 
série  (i).  D'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  V Analyse  algébrique,  la 
série  sera  convergente  si  l'on  a 

(2)  ii<i, 
divergente  si  Ton  a 

(3)  u>i. 

De  plus,  si,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  le  module  du  rapport 


s'approche  indéfiniment  d'une  limite  fixe,  cette  limite  sera  précisé- 
ment le  module  de  la  série  (i). 
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Soit  maintenant 

(4)  ...,       "-<:,       W-n       "u,       "n       "2.       ••• 

une  série  qui  se  prolonge  indéfiniment  dans  deux  sens  opposés,  de 
manière  à  offrir  deux  termes  généraux 

;/„     et     //_„, 

correspondant,  le  premier  à  l'indice  n,  le  second  à  l'indice — n. 
Concevons  d'ailleurs  que,  le  nombre  venant  à  croître,  on  cherche  la 
limite  unique,  ou  la  plus  grande  des  limites  dont  s'approche  indéfini- 
ment chacune  des  expressions 

(niod //„)",         (mod //_„)"; 

1 
et  représentons  par  u    la  limite  de  (modz/,,)",  par  u,  la  limite  de 

(mod  «_„)".  Les  deux  quantités  positives 

u,     u, 

seront  les  deux  modales  de  la  série  (4),  qui  sera  convergente  si  ces 
deux  modules  sont  inférieurs  à  l'unité,  divergente  si  l'un  d'eux  ou  si 
les  deux  à  la  fois  deviennent  supérieurs  à  l'unité. 

Il  est  bon  d'observer  que  le  module  d'une  série  prolongée  indéfini- 
ment dans  un  seul  sens  n'est  point  altéré  dans  le  cas  où  le  rang  de 
chaque  terme  est  diminué  d'une  ou  de  plusieurs  unités,  en  vertu  de 
la  suppression  du  premier,  ou  des  deux  premiers,  ou  des  trois  pre- 
miers, .  .  .  termes.  Pareillement  les  deux  modules  d'une  série  pro- 
longée indéfiniment  en  deux  sens  opposés  ne  seront  point  altérés  si 
l'on  déplace  simultanément  tous  les  termes  en  les  faisant  marcher  vers 
la  droite  ou  vers  la  gauche  avec  celui  qui  servait  de  point  de  départ 
pour  la  fixation  des  rangs  et  des  indices. 

Considérons  à  présent  une  série 

(5)  a,,,     a^jc;     a.,x-,      ... 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  d'une  variable 
réelle  ou  imaginaire  cp.  Nommons  ;■  le  module  de  cette  variable,  etp 
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son  argument,  en  sorte  que  l'on  ait 

Soit  d'ailleurs  a  le  module  de  la  série 

rt„,     rt,,     a,,      .... 

c'est-à-tiire  la  plus  grande  limite  dont  s'approche  indéfiniment,  pour 
des  valeurs  croissantes  de  n,  l'expression 

(niod«„)". 

Comme  on  aura 

mod  {Oa^v")  =  /•"  niod  (7,j, 

on  en  conclura 

(  mod  «„j;")":=  /•(  mod  «'„)", 

et,  par  conséquent,  il  est  clair  que  le  module  de  la  série  (5)  se  réduira 
au  produit 

ar. 

Donc  la  série  (5)  sera  convergente  si  l'on  a 
divergente  si  l'on  a 


I 

a  /•  -<  I      ou     /■  <  -  ; 
a 


a  /•  >  i      ou     /■  >  - 
a 


Considérons  enfin  une  série 

ordonnée  à  la  fois  suivant  les  puissances  ascendantes  et  suivant  les 
puissances  descendantes  de  la  variable  x.  Si  l'on  nomme  a  la  plus 
grande  des  limites  vers  lesquelles  converge,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  /?,  l'expression 

(  mod  r/,,  )", 

et  il  ,  la  plus  grande  des  limites  vers  lesquelles  converge  l'équation 

(mod  ^-„)", 

les  deux  modules  de  la  série  (())  seront  évidemment 


UO  NOTE 

et,  par  suite,  la  série  (6)  sera  convergente  si  le  module  /•  de  a?  vérifie 

les  deux  conditions 

I 

a 

divergente  si  r  vérifie  les  deux  conditions 

ou  seulement  l'une  d'entre  elles. 

En  résumé,  il  y  aura  généralement  deux  limites  extrêmes,  l'une 
inférieure,  l'autre  supérieure,  entre  lesquelles  le  module /de  a;  pourra 
varier,  sans  que  la  série  (5)  ou  (6)  cesse  d'être  convergente.  Soient 

k„    k 

ces  limites  extrêmes,  k  désignant  la  limite  supérieure.  D'après  ce 
qu'on  vient  de  dire,  on  aura,  pour  la  série  (6), 

(7)  k,=  a„         1^—^' 

et,  par  suite,  les  deux  modules  de  la  série  (6)  seront 

(8)  ^     ^- 

D'ailleurs,  k  devra  être  remplacé  par  zéro  si  la  série  (6)  est  réduite  à 
la  série  (5). 

Ajoutons  que  la  quantité  k  sera  certainement  la  limite  extrême  et 
supérieure  du  module  /•  si,  la  série  étant  convergente  pourr<k,  la 
somme  de  cette  série  devient  infinie  pour  r=k,  et  pour  une  valeur 
convenablement  choisie  de  l'argument/). 

Pareillement,  k,  sera  certainement  la  limite  extrême  et  inférieure  du 
module  r  si,  la  série  (6)  étant  convergente  pour  /^►k,,  la  somme  de 
cette  série  devient  infinie  pour  ;•=  k  ,  et  pour  une  valeur  convenable- 
ment choisie  de  l'argument/?. 

En  effet,  une  série  ne  peut  acquérir  une  somme  infinie  sans  devenir 
divergente,  et  par  conséquent  sans  offrir  un  module  égal  ou  supérieur 
à  l'unité. 
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Lorsque  les  divers  termes  d'une  série  sont  fonctions  d'une  certaine 
variable  x,  la  nouvelle  série  qu'on  obtient  en  substituant  à  chaque 
terme  de  la  première  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  x,  doit  naturelle- 
ment s'appeler  la  série  dérivée.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la 
première  série  se  réduise  à  la  série  (5),  dont  le  terme  général  est  a„a;", 
ou  même  à  la  série  (6),  dont  les  termes  généraux  sont 

alors  la  série  dérivée  aura  pour  terme  général  le  produit 

OU  bien  elle  aura  pour  termes  généraux  les  produits 

D'ailleurs,  comme  on  a 

on  en  conclut  que  les  deux  expressions 

(9)  [ mod  (—  na-noc-"-^ )  f,      [  mod  («a„x'*-i  )  Y 

s'approchent  indéfiniment,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  des  pro- 
duits que  l'on  obtient  quand  on  multiplie  respectivement  les  quantités 
positives 

par  la  limite  de  l'expression 

I 

Enfin,  cette  limite  qui  se  confond  avec  la  limite  tixe  du  rapport 


nr- 


se  réduit  à  l'unité.   Donc  les  limites  des  expressions  (9)  se  rédui- 
ront simplement  aux  produits 

a,/""'     el     ar. 
Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  XIII.  56 


V'r2  \OTK   SI  II    Li:S    MODLLKS    DKS   SÉRIES. 

Donc  le  module  ou  les  modules  de  la  série  (5)  ou  (6)  seront  en  même 
temps  le  module  ou  les  modules  de  la  série  dérivée. 

Nous  avons  ici  supposé  que  l'on  difïerentiait  une  seule  fois  chaque 
terme  de  la  série  donnée  (5)  ou  (6)  ;  mais,  après  avoir  ainsi  obtenu  ce 
qu'on  doit  appeler  la  série  dérivée  du  premier  ordre,  on  pourrait  former 
encore  la  dérivée  de  celle-ci,  puis  la  dérivée  de  sa  dérivée, .  .  . ,  et  l'on 
obtiendrait  alors,  à  la  place  de  la  série  (5)  ou  (6),  des  séries  dérivées  de 
divers  ordres.  Or,  de  ce  que  nous  avons  dit  tout  à  l'heure,  il  résulte 
évidemment  que  le  module  ou  les  modules  de  toutes  ces  séries  seront  pré- 
cisément le  module  ou  les  modules  de  la  série  (5)  ou  (6). 
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